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Résumé. Nous calculons le temps de dérive le long d’une chaîne de transition dans un système
initialement hyperbolique. On montre que ce temps est polynomial en l’inverse du
paramètre perturbateur. 2001 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales
Elsevier SAS

Time of instability for initially hyperbolic Hamiltonian systems

Abstract. We compute the time of drift along a transition chain for an initially hyperbolic Hamiltonian
system. We prove that this time is polynomial with respect to the opposite of the perturbing
parameter.  2001 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

1. Introduction

Soit Hε(I, θ) = h(I) + εf(I, θ), (I, θ) ∈ R
n × T

n, 0 < ε � 1, un système hamiltonien presque
intégrable. Lorsqueε = 0, les variables d’action sontfixes. Lorsqueε �= 0, sous une condition de raideur
surh, on peut majorer l’évolution des variables d’action sur un temps exponentiellement long (théorème
de Nekhoroshev). Sih est convexe, on a|I(t) − I(0)| � c1ε

b pour |t| � c2 exp(c/εa) aveca = b = 1/2n
[8]. Lochak [8] conjecture que ces exposants sont optimaux. En suivant une idée de Chirikov, il propose
de démontrer cette conjecture en calculant le temps d’instabilité le long d’une chaîne de transition dans un
exemple d’Arnol’d généralisé. Dans [3], Bessi calcule ce temps en utilisant une méthode variationnelle, la
relation aux différents paramètres, dynamiques et géométriques, n’est cependant pas claire. Dans cette Note,
nous calculons ce temps dans le cadre des systèmes hamiltoniens initialement hyperboliques (voir [4]).
Notre construction, géométrique, fait apparaître clairement le rôle joué par la dynamique sur les tores
hyperboliques et le splitting des variétés invariantes. On montre que ce temps est polynomial en l’inverse
du paramètre perturbateur. Cette méthode s’adapte aussi au cas presque intégrable [5].

2. Tores de Graff et chaîne de transition

Soit Hµ(J,φ, p, q) un Hamiltonien initialement hyperbolique (voir [4,10]), (J,φ, p, q) ∈ R
n × T

n ×
R×T, etφ(t, x) son flot.

Note présentée par Charles-Michel MARLE.

S0764-4442(01)01920-6/FLA
 2001 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés 831



J. Cresson

DÉFINITION 1. – On noteT = R/2πZ et On(x;y) une fonction d’ordre‖x‖n paramétrisée pary.
On appelletore de Graff un tore invariant partiellement hyperbolique pour lequel il existe un voisinage
V dans lequel le Hamiltonien se met sous la forme normaleH̃µ(I, θ, s, u) = ωI + λsu + f(I, su) +
µg(I, θ, s, u), avec(I, θ) ∈ R

n × T
n, (s, u) ∈ R × R, 0 < µ � 1, f(I, su) = O2(I, su), g(I, θ, s, u) =

O2(I, su; I, θ, s, u), λ > 0 et ω ∈ R
n satisfait une condition diophantienne|ω · k| � γ|k|−τ pour tout

k ∈ Z
n

� {0} avecτ > n− 1.

Niederman [10] et Eliasson [7] ont démontré que cette forme normale était valable au voisinage des tores
hyperboliques des systèmes hamiltoniens presque intégrables obtenus par bifurcation des tores résonnants
du système initial le long d’une résonance simple.

2.1. Section et angle. – Soit T un tore de Graff pourHµ. On noteH la variété d’énergie contenantT
etV le domaine de la forme normale d’Eliasson–Niederman. On noteL+ (resp.L−) l’ensemble des variétés
lagrangiennes qui coupentW+(T ) (resp.W−(T )) transversalement dansH. On noteG+ (resp.G−)
l’ensemble des éléments deL+ (resp.L−) contenus dansV qui possèdent une paramétrisationΞ+ : T

n ×
R → V , Ξ+(θ, s) = (θ, I+(θ, s), s, u+(θ, s)), avecu+(θ, s) = ∂S+

∂s (θ, s) et I+(θ, s) = ∂S+

∂θ (θ, s) (resp.

Ξ−(θ, u) = (θ, I−(θ, u), s−(θ, u), u) avecI−(θ, u) = ∂S−

∂θ (θ, u) et s−(θ, u) = ∂S−

∂u (θ, u)) où S+(θ, s)
(resp.S−(θ, u)) est une application de classeC3.

Soit ∆ ∈ G+, on notep+ = (θ+,0, s+,0) un point dans l’intersection transverse de∆ avecW+(T ) et
Σ+ la sectionΣ+ = {(I, θ, s, u) ∈ V |s = s+} ∩ H. La trace deW+ surΣ+ est notéew+ et celle∆ sur
Σ+, notéeδ+, admet la paramétrisationξ+ : T

n → Σ+, θ→ (θ, I+(θ, s+)), la variableu étant fixée par la
contrainte d’énergie.

SoitA la matriceA = Dξ+(θ+), cette matrice est symétrique et n’admet que des valeurs propres réelles
(voir [9]). On appelle angle de∆ avecW+ le minimum des valeurs propres deA.

2.2. Chaînes de transition. – On commence par définir la notion defamille de chaînes qui est une version
quantitative de la notion classique dechaîne de transition [1].

On appellechaîne une suite finieC = (T1, . . . , Tm) de tores de Graff deHµ, contenus dansH, tels que
la variété stableW+(Ti+1) et la variété instableW−(Ti) se coupent transversalement dansH.

On noteVi le domaine de la forme normale d’Eliasson–Niederman associé au toreTi. On note
p+

i = (θ+
i ,0, s

+,0) (resp.p−i = (θ−i ,0,0, u−
i )) un point d’intersection deW−(Ti−1) avecW+(Ti) (resp.

W+(Ti+1) avecW−(Ti)) dansVi etA+
i (resp.A−

i ) son angle. On noteτi, γi les constantes diophantiennes
du vecteur fréquence du toreTi et βi,i+1 : B−

i → B+
i+1 l’application de transition hétérocline entreTi et

Ti+1, avecB−
i (resp.B+

i ) un voisinage dep−i (resp.p+
i ) dansVi.

On suppose qu’il existe une paramétrisationξ+
i (resp.ξ−i ) en section deW−(Ti−1) (resp.W+(Ti+1))

dansVi.
On appelle(µ, τ)-famille de chaînes une chaîneCµ indexée parµ ∈ ]0, µ0[ (dont les éléments dépendent

deµ). On noteN(µ) le nombre de tores deCµ.
On suppose qu’il existe des constantesc, C, γ, α, β, δ, ν indépendantes deµ telles que pour toutµ

suffisamment petit eti = 1, . . . ,N(µ), on a : (i)A+
i > cµ, A−

i > cµ ; (ii) τi < τ et γi > γ ; (iii) le temps
de transition hétérocline entre les ouvertsB−

i etB+
i+1, notéti,i+1 est tel queti,i+1 = O(µ−τ+α) ; (iv) on a

βi,i+1 est de classeC2 et‖D2βi,i+1‖< β. Les voisinagesB+
i (resp.B−

i ) sont de la forme :

B+
i =

{
(θ, I, s, u)∈ Vi | |θ− θ+

i |< µ, |I|< µ, |s− s+
i |<µ, |u|< µ

}
,

une forme analogue pourp−i ; (v) N(µ) �Cµ1+δ exp(µτ ) ; (vi) ‖D2ξσ
i ‖< ν, σ = ±.

L’hypothèse (vi) permet un contrôle de l’angle le long des variétés. De même, l’hypothèse (iv) permet
un contrôle de l’angle dans une transition hétérocline.

On noteP = (c,C, γ,α, β, δ, ν) l’ensemble des paramètres d’une(µ, τ)-famille de chaînes.
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3. Temps d’instabilité le long d’une chaîne de transition

THÉORÈMEA. – Pour toute (µ, τ)-famille de chaînes avec µ suffisamment petit, il existe une trajectoire
z(t) de Hµ telle que z(0) ∈B+

1 et z(tdiff) ∈B−
N(µ) avec tdiff < c(P)N(µ)µ−τ .

Exemple. – Dans [1], Arnol’d considère le système hamiltonien suivant

Hµ(I, θ, p, q) = 1
2 I

2 + 1
2 p

2 +
(
cos(q)− 1

)(
1 + µ(sin θ1 + sinθ2)

)
,

où I = (I1, I2) ∈ R
2, θ = (θ1, θ2) ∈ T

2, (p, q) ∈ R × T, et 0 < µ � 1 est un petit paramètre. On peut
montrer, en suivant [1], qu’il existe une(µ,1)-chaîne pourµ suffisamment petit. Une dérive en action
d’ordre1 nécessiteµ−1 tores. Nous obtenons un temps de dérive d’ordre1/µ2. Ce résultat est équivalent à
celui obtenu par Bernard [3] en utilisant la méthode variationnelle de Bessi [3].

3.1. Préliminaires. – On reprend les notations du § 2. Soitp− = (θ−,0,0, u−) ∈ V un point deW−(T ),
on noteB− le voisinagep− défini parB− = {z = (θ, I, s, u) ∈ V | |z− p−|< µ}. Soit4 > 0, unvoisinage
4-adapté à∆ est défini parB� = {z = (θ, I, s, u)∈ V | |I − I(θ, s)|< 4, |u− u(θ, s)|< 4}. Soitκ > 0, on
noteHκ la bande horizontale définie parHκ = {z ∈ V | 0 < u− e−κ(u− + µ/2) < µ e−κ/2, |I| < e−κ,
|(θ, s)− (θ+, s+)|< µ}, etB�,κ =Hκ ∩B�.

On noteGr
+(µ) l’ensemble des variétés lagrangiennes∆ ∈ G+ d’angleA > cµ et de paramétrisationξ

en section vérifiant‖D2ξ‖< ν. La démonstration du théorème A est basée sur le

LEMME DE TRANSFERT. – Soient T un tore de Graff de paramètre (λ, τ, γ) et p− ∈W−(T ), il existe un
temps κ, appelé temps de transfert, tel que, pour µ suffisamment petit et tout ∆ ∈ Gr

+(µ), on a, pour tout
4� µ : (i) φ(κ,∆ ∩B�,κ) ∩B− �= ∅ ; (ii) φ(κ,∆ ∩B�,κ) ∩B− est ρ = exp(−κ) proche en topologie C1

de W−(T ).
On a κ= O(µ−τ ).

Nous renvoyons à [6] pour la démonstration. Le temps de transfert donne le temps de passage dans
chaque domaine de forme normale tant que l’angle d’intersection est d’ordreµ.

Le suivi d’une variété invariante s’effectue grâce au :

LEMME DE TRANSITIVITÉ. – Soit Fµ,τ une (µ, τ)-famille de chaîne et Cµ une chaîne. Soient T1, T2 et
T3 trois tores de Graff consécutifs de Cµ, alors W−(T1) et W+(T3) se coupent transversalement dans H.
De plus, dans le domaine de la forme normale de T3 l’angle A entre W−(T1) et W+(T3) est tel que
A> cµ−M(β, τ, γ, c) exp(µ−τ ), où M(β, τ, γ, c) est une constante indépendante de µ.

La démonstration est donnée dans le prochain paragraphe.

3.2. Démonstration du théorème A. – On considère une(µ, τ)-famille de chaînes de paramètresc, C,
α, β, δ et ν. La démonstration du théorème se fait par une récurrence (finie) sur les tores de la chaîneCµ.

On noteB�i,κi un voisinage deW−(T1) dansVi etA+
i l’angle deW−(T1) avecW+(Ti) dansVi. On a

κi = C(γi, τi, c)µ−τi <C(γ, τ, c)µ−τ par l’hypothèse (ii) etρi = exp(−κi) < ρ = exp(−C(γ, τ, c)µ−τ ).
Par (vi), on aW−(T1) ∩ B+

2 ∈ Gr
+(µ), donc par le lemme de transfert, il existeB�2,κ2 tel que

φ(κ2,B�2,κ2) ∩ B− �= ∅ avecκ2 = C(γ2, τ2, c)µ−τ2 . Par le lemme de transitivité, on sait queW−(T1)
coupe transversalementW+(T3) dansV3 avec un angleA+

3 > cµ−M(β, τ2, γ2, c)ρ.
Pourµ suffisamment petit, on a doncA+

3 > c(1− η)µ oùη = M(β,τ2,γ2,c)ρ
cµ → 0 lorsqueµ→ 0. Par (iv),

on a alorsW−(T1)∩B+
3 ∈ Gr

+(µ). On peut donc itérer la construction.
Par récurrence, on construit une familleB�i,κi de voisinages, telle queφ(tidiff ,B�2,κ2)∩B�i,κi �= ∅ avec

tidiff =
∑i

k=2(κk + tk,k+1)+κi tant queW−(T1)∩B+
i ∈ Gr

+(µ). CommeA+
i > cµ− iMρ, oùM est une

constante, ceci est possible pouri�Cµ1+δ exp(µτ ). C’est toujours le cas par l’hypothèse (v).
Comme ti,i+1/κi = O(µα) d’après l’hypothèse (iii), on atdiff < 2

∑N−1
i=2 κi + κN , d’où tdiff <

(N − 1)c(P)µ−τ où c(P) dépend deγ, τ , c etβ. ✷
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4. Démonstration du lemme de transitivité

La démonstration utilise la versionquantitative suivante du lemme de persistance des intersections
transverses sous faible perturbationC2 (voir [11]). On reprend les notations du § 2.

LEMME DE PERSISTANCE. – Soit ∆ ∈ G+, de paramétrisation u+(θ, s) = Du+(θ+, s+)h + ru(h),
I+(θ, s) = DI+(θ+, s+)h + rI(h), où h = (θ − θ+, s − s+), ru, rI sont des termes d’ordre 2 en h, et
D est la différentielle usuelle.

On suppose qu’il existe une constante δ1 > 0 telle que ‖D2ru‖< δ1, ‖D2rI‖< δ1.
On note pour r > 0, Lr : T

n × R → V le graphe « parallèle » à la variété stable W+(T ), définie par
Lr(θ, s) = (θ, s, r, r) +R(θ, s), où R telle que ‖D2R‖< δ2.

Si l’angle entre ∆ et W+(T ) est > σ, alors il existe une intersection transverse entre Lr et ∆ si
|r| �Cσ2(δ1 + δ2)−1, et |z−z+|<Cσ(δ1 + δ2)−1 où C > 0 est une constante, z = (θ, s), z+ = (θ+, s+).

La preuve utilise une version quantitative du théorème des fonctions implicites (voir [6], appendice A).

Démonstration du lemme de transitivité. – On aW−(T2) qui coupeW+(T3) dansV2 transversalement
avec un angle> cµ. Par le lemme de transfert, on a une partie deW−(T1) exp(Cµ−τ )-proche en topologie
C1 de W−(T2) au voisinage du point d’intersection deW+(T3) et W−(T2) dansV2. On a donc une
intersection transverse entreW s(T3) etW u(T1) par le lemme de persistance.

L’hypothèse (iv) nous assure que l’image deW−(T1) par β2,3 est alorsexp(Cµ−τ )-proche de celle
de W−(T2) dansV3. Comme l’angle d’intersection entreW−(T2) et W+(T3) est> cµ, on en déduit
A � cµ−M exp(Cµ−τ ),oùM > 0 est une constante dépendant deβ via l’hypothèse (iv). ✷
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