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Résumé. Nous calculons le temps de dérive le long d’'une chaine de transition dans un systéme
initialement hyperbolique. On montre que ce temps est polynomial en linverse du
paramétre perturbateur. 2001 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales
Elsevier SAS

Time of instability for initially hyperbolic Hamiltonian systems

Abstract. We compute the time of drift along a transition chain for an initially hyperbolic Hamiltonian
system. We prove that this timeis polynomial with respect to the opposite of the perturbing
parameter. 0 2001 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

1. Introduction

Soit H.(I1,0) = h(I) + ¢f(I,0), (I,6) € R" x T™, 0 < ¢ < 1, un systéme hamiltonien presque
intégrable. Lorsque = 0, les variables d’action soffikes. Lorsques # 0, sous une condition de raideur
sur h, on peut majorer I'évolution des variables d’action sur un temps exponentiellement long (théorén
de Nekhoroshev). Si est convexe, on 8(t) — I(0)| < c1e” pour|t| < caexp(c/e®) aveca =b=1/2n
[8]. Lochak [8] conjecture que ces exposants sont optimaux. En suivant une idée de Chirikov, il propc
de démontrer cette conjecture en calculant le temps d’instabilité le long d’une chaine de transition dans
exemple d’Arnol'd généralisé. Dans [3], Bessi calcule ce temps en utilisant une méthode variationnelle,
relation aux différents parameétres, dynamiques et géométriques, n’est cependant pas claire. Dans cette |
nous calculons ce temps dans le cadre des systéemes hamiltoniens initialement hyperbalic4}. (
Notre construction, géométrique, fait apparaitre clairement le réle joué par la dynamique sur les to
hyperboliques et le splitting des variétés invariantes. On montre que ce temps est polynomial en I'inve
du paramétre perturbateur. Cette méthode s’adapte aussi au cas presque intégrable [5].

2. Toresde Graff et chaine detransition
Soit H,,(J, ¢,p,q) un Hamiltonien initialement hyperboliquedr [4,10]), (J, ¢,p,q) € R™ x T™ x
R x T, eto(t, «) son flot.
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DEFINITION 1.—0On noteT = R/27Z et O, (x;y) une fonction d’ordrel|z||™ paramétrisée pay.
On appelletore de Graff un tore invariant partiellement hyperbolique pour lequel il existe un voisinage
V dans lequel le Hamiltonien se met sous la forme normddl¢rl,6,s,u) = wl + Asu + f(I,su) +
ug(l,0,s,u), avec(l,0) e R™ x T, (s,u) e R xR, 0 < p < 1, f(I,su) = Oz(I,su), g(1,0,s,u) =
Oz(I,su;1,0,s,u), A >0 etw € R™ satisfait une condition diophantienme - k| > ~|k|~" pour tout
keZ"~ {0} avect >n —1.

Niederman [10] et Eliasson [7] ont démontré que cette forme normale était valable au voisinage des to
hyperboliques des systémes hamiltoniens presque intégrables obtenus par bifurcation des tores réson
du systéme initial le long d’'une résonance simple.

2.1 Section et angle. — Soit T" un tore de Graff poufd,,. On noted{ la variété d'énergie contenalfit
etV le domaine de la forme normale d’Eliasson—Niederman. Onhotgesp.L ) 'ensemble des variétés
lagrangiennes qui coupeft ™ (T") (resp. W~ (T')) transversalement dar€. On noteG, (resp.G_)
'ensemble des éléments de. (resp.L_) contenus dan® qui possedent une paramétrisation : T x
R —V, Z(0,s) = (0,17(0,s),s,uT(0,s)), avecu't (0,s) = 25°(9,5) et I (0,5) = 25(8, s) (resp.
E_(0,u) = (0,1 (0,u), s (0,u),u) avecI (0,u) = 25—(0,u) et s~(0,u) = 25—(6,u)) ol ST(0,s)
(resp.S~ (0, u)) est une application de clas€g.

Soit A € §T, on notept = (§™,0,s™,0) un point dans l'intersection transverse eavecW " (T') et
¥t la sectiont = {(I,60,s,u) € V|s = st} NH. La trace d&V " surX* est notéav™ et celleA sur
¥*, notées ™, admet la paramétrisatigt : T" — X+, 0 — (0, 11(6,s™)), la variableu étant fixée par la
contrainte d’énergie.

Soit A la matriced = DEF(6T), cette matrice est symétrique et n’admet que des valeurs propres réelle
(vair [9]). On appelle angle d& avecWW ™ le minimum des valeurs propres de

2.2 Chainesdetransition.— On commence par définir la notion f#enille de chainesqui est une version
quantitative de la notion classique d&ine de transition [1].

On appellechaine une suite finieC' = (11, ..., T,,) de tores de Gralff dé&/,,, contenus dan(, tels que
la variété stabléV *(T;,) et la variété instabl&/ —(7;) se coupent transversalement dafis

On noteV; le domaine de la forme normale d’Eliasson—Niederman associé aulijor&n note
pi = (6],0,5%,0) (resp.p; = (0;,0,0,u;)) un point d’'intersection d& ~(7;_1) avecW*(T;) (resp.
W (T;y1) avecW ~(T;)) dansV; etAjr (resp.A;") son angle. On notg, ~; les constantes diophantiennes
du vecteur fréquence du tof et 3; ;41 : B, — B,jjr1 I'application de transition hétérocline entfg et
T;+1, avecB; (resp.B;") un voisinage de; (resp.p;") dansV;.

On suppose qu'il existe une paramétrisatign(resp.£; ) en section déV —(T;_1) (resp.W*(T;41))
dansV;.

On appelle(, 7)-famille de chaines une chain€’,, indexée pay: €10, uo[ (dont les éléments dépendent
dey). On noteN (1) le nombre de tores d@,,.

On suppose gu'il existe des constante€’, v, «, 3, 4, v indépendantes dg telles que pour tout
suffisamment petit et=1,..., N(u), on a: () A > cp, A7 > cp; (i) 7 < 7 ety > v; (iii) le temps
de transition hétérocline entre les ouvesis etB;iH, notét; ;11 esttel que; ;11 =O(p~""); (iv)on a
Bi.i+1 estde class€? et||D?3; ;11| < 8. Les voisinages3; (resp.B;”) sont de la forme :

Bf ={(0,1,5,u) € Vi |10 = 0| <, [T| < ps, |5 — 57| <p, |ul < p},

K2

une forme analogue powf ; (v) N () < Cuttlexp(p™); (Vi) D27 < v, 0 = +.

L'hypothése (vi) permet un contrdle de I'angle le long des variétés. De méme, I'hypothése (iv) perm
un contrdle de I'angle dans une transition hétérocline.

On note? = (¢, C, v, «, 8,4, v) I'ensemble des paramétres d'ufie 7)-famille de chaines.

832



Temps d’instabilité

3. Tempsd'instabilité lelong d’ une chaine detransition

THEOREMEA. — Pour toute (u, 7)-famille de chaines avec . suffisamment petit, il existe unetrajectoire
2(t) de H, telleque 2(0) € By et z(taix) € By, avec taix < c(P)N ().

Exemple. — Dans [1], Arnol'd considére le systéeme hamiltonien suivant
H,(I,0,p,q) = %IQ + %pQ + (cos(q) — 1) (1 + p(sin by + sin6y)),

oul = (I,I,) e R?, 0= (01,02) € T? (p,q) e R x T, et0 < u < 1 est un petit paramétre. On peut
montrer, en suivant [1], qu'il existe ung, 1)-chaine poun suffisamment petit. Une dérive en action
d’ordre1 nécessite:~* tores. Nous obtenons un temps de dérive d’otdye?. Ce résultat est équivalent a
celui obtenu par Bernard [3] en utilisant la méthode variationnelle de Bessi [3].

3.1 Préiminaires.— On reprend les notations du § 2. Seit= (6—,0,0,u~) € V un pointdelV — (T"),
on noteB~ le voisinagep™ définiparB~ ={z=(0,1,s,u) €V ||z —p~| < u}. Soit¢ > 0, unvoisinage
(-adaptéd A est définipaB, = {z=(0,1,s,u) e V| |I —I(0,s)| < ¥, |u—u(6,s)] < £}. Soitk >0, 0on
note H,, la bande horizontale définie parH, = {z €V |0 <u —e "(u™ + p/2) < pe "/2, |I| <e™ ",
|(0,s)— (0T,sT)| < u}, etBy,,=H,NBy.

On noteg’, (1) 'ensemble des variétés lagrangiendes G, d’angle A > ¢y et de paramétrisatiof
en section vérifianfD?¢|| < v. La démonstration du théoréme A est basée sur le

LEMME DE TRANSFERT. — Soient T' un tore de Graff de paramétre (A, 7,v) et p— € W—(T), il existeun
temps «, appelé temps de transfert, tel que, pour 4 suffisamment petit et tout A € §7, (1), on &, pour tout
< (i) ¢(k, AN By)NB™ #2; (i) ¢(k, AN By,) N B~ est p=exp(—k) proche en topologie C*
deW—(T).

Onakx=0(p"7).

Nous renvoyons a [6] pour la démonstration. Le temps de transfert donne le temps de passage ¢
chaque domaine de forme normale tant que I'angle d'intersection est djordre
Le suivi d’'une variété invariante s'effectue grace au :

LEMME DE TRANSITIVITE. —S0it F}, - une (u, 7)-famille de chaine et C,, une chaine. Soient T, 1> et
T3 trois tores de Graff consécutifsde C,,, alors W~ (T) et W (T3) se coupent transversalement dans J1.
De plus, dans le domaine de la forme normale de 75 I'angle A entre W= (Ty) et W (T3) est tel que
A>cp—M(B,T,7v,c)exp(p~T), 00 M (8, 1,7, c) est une constante indépendante de /.

La démonstration est donnée dans le prochain paragraphe.

3.2 Démonstration du théoréme A. — On considére unéu, 7)-famille de chaines de paraméties”,
a, B, ¢ etv. La démonstration du théoreme se fait par une récurrence (finie) sur les tores de laCthaine
On noteBy, ,,, un voisinage déV —(T}) dansV; et A} I'angle deW —(T}) avecW*(T;) dansV;. On a
ki =C(yi, i, 0)p” T < C(v,7,c)p” " par 'hypothése (i) ep; = exp(—k;) < p =exp(=C(vy,7,c)p™ 7).
Par (vi), on aW—(T1) N By € % (u), donc par le lemme de transfert, il exist, ., tel que
@(k2, Bey x,) N B~ # @ avecky = C(v2, 2, ¢)u” 2. Par le lemme de transitivité, on sait qué—(71)
coupe transversalemeit (73) dansV; avec un anglely > cu — M (8, 72,72, ¢)p-
Poury suffisamment petit, on a dont > ¢(1 —n)u olin = M(B.r79:000 _, () Jorsquen — 0. Par (iv),

(973
onaalors¥ ~(T1) N By € §7.(1). On peut donc itérer la construction.

Par récurrence, on construit une famillg, .., de voisinages, telle Qui(t;¢, Be,,x,) N Be, ., # & avec
thg = Y peo(Fk + tikg1) + k; tant quelW —(Ty) N B;" € §7 (1). CommeA; > cp—iMp, ou M est une
constante, ceci est possible poug Cu'+9 exp(u™). C'est toujours le cas par I'hypothése (v).

Commet; +1/k; = O(u®) d’aprés I'hypothése (iii), on dqig < 22?;;1/% + By, dol tgg <
(N —1)e(P)p~7 ote(P) dépend dey, 7, cets. O
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4, Démonstration du lemmedetransitivité

La démonstration utilise la versioguantitative suivante du lemme de persistance des intersections
transverses sous faible perturbatioh(voir [11]). On reprend les notations du § 2.

LEMME DE PERSISTANCE—Soit A € G, de paramétrisation u™(6,s) = Dut(0",sT)h + r.(h),
It(0,5)=DIT(0%,sT)h+rr(h),00 h=(0 — 0", s— st), r,, rr sont des termes d'ordre 2 en h, et
D est la différentielle usuelle.

On suppose qu'il existe une constante §; > 0 telle que | D?r, || < 61, ||D?r/]| < d5.

On note pour r > 0, L, : T" x R — V le graphe «paralléle» a la variété stable W (T'), définie par
L.(0,5)=(0,s,r,7)+ R(0,s),0u R telleque | D*R|| < J5.

S l'angle entre A et WH(T) est > o, alors il existe une intersection transverse entre L, et A s
7| < Co?(81+d02) 71, et |z —2F| < Co (61 +62) "L ot C > 0 est uneconstante, z = (6, s), 27 = (6F,sT).

La preuve utilise une version quantitative du théoréme des fonctions implieiie$q], appendice A).

Démonstration du lemme de transitivité. — On aW —(7%) qui coupeWW +(T3) dansV, transversalement
avec un angle- cu. Par le lemme de transfert, on a une partiéide (77) exp(Cp~7)-proche en topologie
C! de W~ (T») au voisinage du point d'intersection d&*(73) et W~ (T3) dansVz. On a donc une
intersection transverse enfiié*(75) et W (T} ) par le lemme de persistance.

L'hypothése (iv) nous assure que I'image W& (71) par (2,3 est alorsexp(Cp~7)-proche de celle
de W~ (Tz) dansVs. Comme I'angle d’intersection entid —(7%) et W+ (T3) est> cu, on en déduit
A > cu— Mexp(Cpu~7),00M > 0 est une constante dépendanttiea I'hypothése (iv). O
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