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Résumé. On démontre unλ-lemme pour des tores partiellement hyperboliques dont le flot est avec
torsion. 2000 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

A λ-lemma for partially hyperbolic tori

Abstract. We prove aλ-lemma for partially hyperbolic tori whose dynamics is with torsion. 2000
Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Abridged English version

In 1969, J. Palis ([8], p. 82) has proved aλ-lemma (also calledinclination lemma) for hyperbolic fixed
point of C2 diffeomorphism. Letp be a hyperbolic fixed point. We denote byW+(p) (resp.W−(p)) its
stable (resp. unstable manifold):

λ-LEMMA . – Let ε > 0 be given. Let∆ be a manifold which intersectsW+(p) transversally, then there
existsn0 such that forn> n0, fn(∆) is ε-close toW−(p) in theC1 topology.

This result allowed him to prove many properties of Morse–Smale dynamical systems [8]. It can also be
used to prove the Birkhoff–Smale theorem.

Theλ-lemma has been extended to normally hyperbolic tori by Wiggins (see[9], and [2] for a correct
statement and proof). The only difference with respect to Palis result is that one must take into account
the “tangential” dynamics. But, by normal hyperbolicity this dynamics is dominated by the hyperbolic
dynamics. So, the flow on the torus has no consequence on the result.

Recently, weak form of theλ-lemma appeared for partially hyperbolic tori [1,7]. They are used to study
Arnol’d diffusion via Arnol’d’s mechanism of transition chain, in particular theobstruction propertyfor
partially hyperbolic tori.

In this Note, we prove aλ-lemma for partially hyperbolic tori. The proof uses the dynamics on the torus.
Precisely, theλ-lemma is false if the dynamics on the torus is without torsion. This constraint comes from
the straightening of neutral directions.

Note présentée par Jean-Christophe YOCCOZ.
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We considerC2 diffeomorphism of the form:

f(θ, I, s, u) = (θ+ ω+ νI, I, λs, λ−1u) + r(θ, I, s, u),

where(θ, I, s, u)∈ Tn ×Rn ×R×R with r(θ, I, s, u) =O2(I, su) andν 6= 0.
This diffeomorphism possesses an invariant partially hyperbolic torus given byT = {I = s = u = 0}

with stable and unstable manifolds given byW+(T ) = {I = u = 0} and W−(T ) = {I = s = 0}
respectively.

We then have:

λ-LEMMA . – Let ∆ andW+(T ) intersect transversally, thenfn(∆) converges towardW−(T ) when
n→∞ in C1 compact open topology.

The main difference with respect to Palis or Wiggins result is that, due to the partial hyperbolicity of the
torus, one must take into account theneutraldynamics (inI). In particular, we explicit aparaboliceffect
due to the torsion of the flow on the torus which, together with the classical hyperbolic effect, allows us to
prove the lemma.

Finally, we prove atransitivity property for intersection of the stable and unstable manifolds along a
chain of partially hyperbolic tori, solving a question of Holmes and Marsden [5].

1. Introduction

En 1969, J. Palis ([8], p. 82) énonce unλ-lemme pour un point fixe hyperbolique : soitf un
difféomorphisme de classeC2, possédant un point fixe hyperboliquep. On noteW+(p) (resp.W−(p))
sa variété stable (resp. instable). Si∆ coupeW+(p) transversalement, alorsfn(∆) converge versW−(p)
dans la topologieC1 compacte ouverte.

Ce résultat permet de démontrer de nombreuses propriétés dynamiques des systèmes de Morse–Smale
[8]. Il permet aussi une démonstration du théorème de Birkhoff–Smale [9].

Le λ-lemme a depuis été étendu aux tores normalement hyperboliques (voir [9] et [2] pour une version
corrigée). La nouveauté proviens de la prise en compte des directions tangentes au tore. La démonstration
ne fait pas intervenir la dynamique sur le tore.

Récemment, des formes faibles duλ-lemme ont vu le jour pour des tores partiellement hyperboliques
[1,7]. Ces objets interviennent dans le problème de l’instabilité des systèmes hamiltoniens [2].

Dans cette Note, nous démontrons un analogue duλ-lemme pour des tores partiellement hyperboliques.
La démonstration fait intervenir la dynamique sur le tore. Notamment, leλ-lemme est vrai si et seulement
si la dynamique sur le tore est à torsion non nulle. Cette contrainte proviens de la condition de redressement
dans les directions neutres au tore.

2. Le λ-lemme pour les tores standard

On renvoie à ([6], p. 28) pour la définition des tores partiellement hyperboliques.

DÉFINITION 1. – Soitf un difféomorphisme de classeC2 possédant un tore partiellement hyperbolique
T . Le toreT est ditstandard, si il existe un système de coordonnées dans lequelf prend la forme :

f(θ, I, s, u) = (θ+ ω+ νI, I, λs, λ−1u) + r(θ, I, s, u),

où (θ, I, s, u) ∈ Tn ×Rn ×R×R avecr(θ, I, s, u) =O2(I, su) etν 6= 0.

66
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Le toreT est donné parT = {(θ, I, s, u)∈ Tn ×Rn ×R×R | I = s= u= 0} et sa variété stable (resp.
instable) parW+(T ) = {(θ, I, s, u) ∈ Tn × Rn × R × R | I = u = 0} (resp.W−(T ) = {(θ, I, s, u) ∈
Tn ×Rn ×R×R | I = s= 0}).

Le toreT est de dimensionn et sa variété stable (resp. instable) de dimensionn+ 1. On démontre le :

λ-LEMME. – Soit∆ une variété transverse àW+(T ) de même dimension queW+(T ), alors les itérés
fn(∆), tendent lorsquen→∞, vers la variété instableW−(T ), dans la topologieC1 compacte ouverte.

Démonstration. –Soit v = (vθ, vI , vs, vu) un vecteur. On noteD−(v) etDt(v) les quantités

D−(v) =
sup(|vθ |, |vI |, |vs|)

|vu| , Dt(v) =
sup(|vI |, |vs|)

|vθ| .

Soit v = (vθ, vI , vs, vu) un vecteur tangent à∆ enp. On notevn+1 = (vθn+1, v
I
n+1, v

s
n+1, v

u
n+1) le vecteur

vn+1 =Dffn+1(p)(vn) avec la conventionv0 = v.
La convergence defn(∆) versW−(T ) se traduit par :

lim
n→∞

D−(vn) = 0 et lim
n→∞

Dt(vn) = 0. (1)

.
Un vecteur vérifiant (1) sera dit redressé.
On commence par regarder le comportement des vecteurs tangents à∆ sous itération le long deW+(T ).

Soit p+ = (θ+,0, s+,0) ∈W+(T ) ∩∆ et v = (vθ, vI , vs, vu) ∈ Tp+∆. La matrice jacobienne def enp+

est

Dp+f =


1 ν 0 0
0 1 0 0
0 0 λ 0
0 0 0 λ−1

 .

On notev1 =Dfp+v etvn+1 =Dffn(p+)(vn). On a :

vθn+1 = vθn + νvIn, vIn+1 = vIn, vsn+1 = λvsn, vun+1 = λ−1vun.

On en déduit

|vθn+1|
|vun+1|

6 λ |v
θ
n|
|vun|

+ |ν|λ |v
I
n|
|vun|

,
|vsn+1|
|vun+1|

= λ2 |vsn|
|vun|

,
|vIn+1|
|vun+1|

= λ
|vIn|
|vun|

.

On en déduit facilement que

|vsn|
|vun|
→ 0 et

|vIn|
|vun|
→ 0 lorsquen→∞,

d’où |vθn|/|vun| → 0 lorsquen→∞.
Dans les directions tangentes au tore, on a pourn assez grand,|vθn|> n|ν| |vI | − |vθ| ; d’où

|vsn|
|vθn|
6 λn |v

s|
|vθ|

(
n|ν| |v

I |
|vθ | − 1

)−1

,
|vIn|
|vθn|
6 |v

I |
|vθ|

(
n|ν| |v

I |
|vθ| − 1

)−1

.

Lorsquen→∞, on a (
n|ν| |v

I |
|vθ| − 1

)−1

→ 0.
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On en déduitDt(vn)→ 0 lorsquen→∞.

Remarque1. – Le résultat est faux si la torsion s’annule (par exemple, les systèmes hamiltoniens
isochronesH(θ, I, s, u) = ωI + λsu où (I, θ) ∈Rn ×Tn et (s, u) ∈R2, étudiés par Gallavotti [4]).

Les vecteurs tangents à∆ se redressent donc le long deW+(T ).
On étend le résultat de redressement à un voisinage dep+. Soitε > 0. Pourn suffisamment grand, on a

pour toutv ∈ Tfn(p+)∆,

D−(v)6 ε

4
, Dt(v)6 ε

4
,

lorsqueD−(v) (resp.Dt(v)) est défini.
Par continuité du plan tangent de∆n = fn(∆), il existe une sous variété̃∆n, plongée dans∆n telle que

pour tout vecteurv ∈ Tp∆̃n, p ∈ ∆̃n, on a

D−(v)6 ε

2
, Dt(v)6 ε

2
.

Soitv = (vθ , vI , vs, vu) ∈ Tp∆̃n, p ∈ ∆̃n. La matrice jacobienne def enp est de la forme :

Dpf =


I + ∂θrθ ν + ∂Irθ ∂srθ ∂urθ
∂θrI I + ∂IrI ∂srI ∂urI
∂θrs ∂Irs λ+ ∂srs ∂urs
∂θru ∂Iru ∂sru λ−1 + ∂uru

 .

SoitVµ = {p; (p,W−(T ))< µ} un voisinage deW−(T ). Comme∂xry(p) = 0 pour toutp ∈W−(T ), on
peut choisirµ suffisamment petit tel que, pour toutp ∈ Vµ,∣∣∂xry(p)

∣∣<M,

avec

M <
λ−1 − 1

5
.

On a donc ∣∣vun+1

∣∣= ∣∣∂θruvθn + ∂Iruv
I
n + ∂sruv

s
n + λ−1vun + ∂uruv

u
n

∣∣> ∣∣vun∣∣(λ−1 − 4M
)
.

On en déduit facilement l’inégalité :

D−(vn+1)6 1 +M

λ−1 − 4M
D−(vn) +M.

On noteδ = (1 +M)/(λ−1 − 4M)< 1. Par récurrence, on a

D−(vn+1)6 δn+1D−(v) +
M

1− δ .

On peut choisirµ suffisamment petit pour avoir

M

1− δ <
ε

2
.
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CommeD−(v)< ε/2 pour toutv ∈ Tp∆̃n, p ∈ ∆̃n, on a

D−(vn+1)< ε.

On notefn(θ, I, s, u) = (θ+ nω+ nIν, I, λns, λ−nu) + (rθn, r
I
n, r

s
n, r

u
n). On en déduit

vIn = vI + ∂rIn · v, vθn = vθ + nvI + ∂rθn · v,

où∂rxn = (∂θr
x
n, ∂Ir

x
n, ∂sr

x
n, ∂ur

x
n), x∈ {θ, I, s, u}.

La forme du reste étant enO2(I, su), on montre facilement que :

∀n ∈N, ∀ z ∈ Vµ,
∣∣∂yrxn(z)

∣∣=O
(
µ2
)
, x, y ∈ {θ, I, s, u}.

On en déduit les inégalités suivantes :∣∣vIn∣∣6 ∣∣vI ∣∣+ µ2|v|,
∣∣vθn∣∣> n∣∣vI ∣∣− ∣∣vθ∣∣− µ2|v|,

pourn assez grand, avec|v|= |vθ|+ |vI |+ |vs|+ |vu|.
On a donc, pourn assez grand

|vIn|
|vθn|
6 |v

I |
|vθ|

1 + µ2 |v|
|vI |

n |v
I |
|vθ| − 1− µ2 |v|

|vθ|

.

Comme

1 + µ2 |v|
|vI |

n |v
I |
|vθ| − 1− µ2 |v|

|vθ|

< 1,

pourn assez grand, on en déduit

|vIn|
|vθn|
6 ε

4
.

On démontre de même,

|vsn|
|vθn|
6 ε

4
.

Pour toutv ∈ Tp∆̃n, p ∈ ∆̃n, ces deux inégalités impliquent doncDt(vn)6 ε pourn assez grand.
Ceci termine la démonstration duλ-lemme. 2

3. Conséquence sur le mécanisme d’Arnol’d

Dans [5], Holmes et Marsden conjecturent, par référence au cas hyperbolique (voir [8], corollaire 1,
p. 85), une propriété detransitivitédes intersections transverses le long d’une chaîne de transition.

Dans le cas des tores standard, leλ-lemme permet de démontrer :

PROPOSITION 1. –SoitTi, i= 1, . . . ,N , une famille de tores standard, tels queW−(Ti) etW+(Ti+1)
se coupent transversalement, alorsW−(T1) etW+(TN ) se coupent transvesalement.

La forme faible duλ-lemme démontrée dans [7,1] ne permet pas d’obtenir ce résultat. L’existence
d’orbites de dérive le long d’une telle chaîne découle facilement de la proposition.
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