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Résumé. Soit f un difffomorphisme deR™ possédant une structure homocline hyperbolique
générique. On suppose que les valeurs propres sur la variété stable (resp. instable) satisfont
une condition de non-résonance. Alors, le systéme définifpaadmet pas d'intégrale
premiére analytique localed 2001 Académie des sciences/Editions scientifiques et
médicales Elsevier SAS

Hyperbolicity and analytical non-integrability. |. Hyperbolic points

Abstract. Let f be a diffeomorphism of R™ possessing a generic hyperbolic homoclinic structure.
We assume that the eigenvalues associated to the stable (resp. unstable) manifold satisfy
a non-resonance condition. Then, the system defined by f doesn’t admit a local analytical
first integral. O 2001 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier
SAS

1. Intégrale premiéreanalytique et structure homocline hyper bolique

1.1 Structure homocline hyperbolique transverse. — Soit f un difféomorphisme analytique de™.
On dit que f posséde unetructure homocline hyperbolique transverse si f admet un point invariant
hyperboliquep dont la variété stable et la variété instable, notédés(p) et W~ (p) respectivement, se
coupent transversalement.

1.2 Sur un résultat de Moser. — En 1973, J. Moser [3], démontre pour les difféomorphismeRtee
théoréme suivant :

THEOREME 1. —Soit f un difféomorphisme de R? possédant une structure homocline hyperbolique
transverse, alors le systéme défini par f n’admet pas d’ intégrale premiére analytique globale.

Sa démonstration repose sur le théoréme de Birkhoff~Smale. Précisément, il utilise I'existence d’
ensemble invariant hyperbolique dans le voisinage de I'orbite homocline, sur lequel il existe une orb
dense. Cet ensemble est alors un ensemble d’unicité (key-set) pour les fonctions analytiques.

Note présentée par Charles-Michel MARLE.
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En fait, ce résultat est encore vrai si on remplace la notion d’'intégrale premiére analytique globale
une intégrale premiére de clagsé, analytique dans un voisinage arbitrairement petitice(p) UW ~ (p).
L'extension de sa démonstration au ¢as 3 souléve de nombreuses difficultésif [1]).

1.3 Intégrale premiére analytique locale. — Soit f un difféomorphisme analytique d&" possedant
une structure homocline hyperbolique transverse. On appelle intégrale premiere analytique locgle pot
la donnée d’une intégrale premiéfé de classeC!, dont la restriction a un voisinage ouvdit de
W+ (p) U W~ (p) est analytique. On dira que l'intégrale premiére analytique local€edtiviale si sa
restriction all est la fonction constante.

Dans ce cadre, nous démontrons le :

THEOREME 2. —Soit f un difféomorphisme analytique de R™ tel que p soit un point fixe hyperbolique
pour f.Onnote W (p) et W~ (p) sa variété stable et sa variété instabl e respectivement. On suppose que :
() sesvariétés se coupent transversalement en un point homocline générique h € R™ ;
(i) les valeurs propres associées a W~ (p) et W (p)), notées \; ,i=1,....,n", et A\, i=1,...,n",
respectivement, vérifient la condition de non-résonance:

|(A7)"] #1, L
U €Z {0}, v=(v1,...,Vns ), A7 =(A],...,A%), (A7) = (A\])" ... (A9, )" eto =+,

cy \po

Alors f n’admet pas d'intégrale premiére analytique locale autre que C“-triviale.

On renvoie au 8 3.1 pour la définition d’'un point homocline générique.

Dans le cas des diffeomorphismes du plan, la condition de non-résonance est vide, de méme qu
condition pour le point homocline d’étre générique. De ce fait, le théoréme de Moser est un corollaire
théoréme 2.

Un résultat moins précis est annoncé par Dovbysh [1] dans une prépublication récente.

2. Démonstration du théoréme 2

2.1 Préliminaires. — La démonstration du théoréme 2 repose sur deux résultats. L'un de natur
combinatoire, lié a la dynamique sur la variété stable ou instable (le lemme de trivialité) et l'autre, de
naturegéométrique, lié a I'existence d’une structure transverse en chaque itéré du point homocline.

Soitzy € R™, on notey(x() I'orbite dex par f.

LEMME DE TRIVIALITE. —Soit f un difféomorphisme analytique de R™ satisfaisant | hypothese (ii)
du théoréme 2. Soit A une fonction analytique sur W~ (p) (resp. W (p)) telle que A(x) =0 pour tout
x €y(h™) (resp. z € y(h™)), ol h~ (resp. h*) est un point générique de W~ (p) (resp. W*(p)), alors
A=0sur W~ (p) (resp. W (p)).

On renvoie au § 3.1 pour la définition d’un poine W~ (p) (resp.W ™ (p)) générigue. La démonstration
est donnée dans le prochain paragraphe.

LEMME GEOMETRIQUE — Soit f un difféomor phisme analytique satisfaisant les hypothéses du théo-
réme 2. Soit A une fonction de classe C!, constante sur W~ (p) U W+ (p), alors DA(z) = 0 pour tout
x € y(h).

En effet, W~ (p) et W*(p) se coupant transversalement en tout pairt~y(h), I'espace tangent en
est somme d&, W~ (P) etdeT, W™ (p). CommeA est constante s~ (p) (resp. sutvV *(p)), DA(z)
est nulle sufl, W~ (p) (resp. sufl,W*(p)), donc identiquement nulle.

2.2 Démonstration. — Soit P une intégrale premiére analytique pafirL'idée est de démontrer par
récurrence, 'annulation des dérivées successiveB,detéesD Pi(z), en tous les points € v(h), ol h
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est un point générique. Comnizest analytique suil et W+ (p) U W ~(p) C U, on en déduit’ = const
surll.
L'hypothése de récurrence, () n > 1, est la suivante :

(h,) onaDPi(x) =0 pourtoutr € y(h)etl <i<n

L'hypothese est vérifiée em= 1. En effet, on aP(x) = constante suriW —(p) U W (p) par définition.
Le lemme géométrique impliqueP(x) = 0 pour toutx € y(h).

Montrons que () implique (h,+1) : d’aprés (), on aDP"(x) = 0 pour toutz € v(h). Par le lemme
de trivialit¢, on en déduiDP"|y -,y = 0 et DP"|y+(,) = 0. Le lemme géométrique implique donc
DP™1(z) =0 pour toutr € y(h).

Par le principe de récurrence, nous avons doit (z) = 0 pour toutz € v(h) eti > 1, ce qui termine
la démonstration du théorémen

3. Lelemmedetrivialité

3.1 Réduction au caslinéaire. — Soit f~(x) la restriction def aW~(p). L'applicationD f~ (p) admet
les valeurs propres; ,i=1,...,n~. Ces valeurs propres vérifient la condition de linéarisation analytique
de Siegel [2]. Il existe donc un changement de variable analytigue(z), défini sur un voisinage ouvert
U dep dansiW~(p), tel quezo f~ ozt = fi., 0ol f; (z) =Df~ (p) - . On notez ™~ le représentant du
point homoclineh dans ce systéme de coordonnées.

CommeA(( ~)*(z7)) = constante par hypothése, on d o 27! o (f;;. )¥ o 2(2~) = constante. On
noteA= Aoz lety  =z(z), alorSA((fhn) (y~)) = constante.

La fonction A est encore analytique stF. Si A =0 surU, alors A = 0 surz~'(U). CommeU est un
ouvertdeW —(p) etW~(p) est connexe, ond =0 surW—(p).

On peut toujours choisir un ouvert C U, contenanp, tel queA(z) = >, ayx?, pour toutz € V. I
suffit donc de montrer le lemme de trivialité dans le cag @st linéaire contractante (ou dilatante).

Par un changement de variable holomorphe, on diagonglisen F; () = A~ -z, oUA~ est la matrice
diagonale constituée des valeurs propkes i =1,...,n~, etz € C" (car le changement de variable
est holomorphe). On note~ I'image deh par les applications de linéarisation et de diagonalisation sur
W= (p). Par un raisonnement analogue on produit un pint

DEFINITION 1.—Un pointh € W~ (p) (resp. W*(p)) est dit générique si son représentant™
(resp.h™) a toutes ses composantes non nulles. Un point homaclase dit générique si ses représentants
h~ eth™ ont des composantes toutes non nulles.

La démonstration du lemme de trivialité découle donc du lemme suivant :

LEMME 1.-—Soient F' uneapplication linéaire F': C"* — C", définie par = — Az, ou A est une matrice
diagonale constituée de valeurs propres complexes A;, i = 1,...,n, |A;| < 1 (resp. |A;| > 1) vérifiant la
condition de non-résonance et A(x) une série entiére. Soit h un point de (C*)". S A(F*(h)) = 0 pour
tout k € N, alors A = 0.

La démonstration est donnée dans le prochain paragraphe.

3.2 Démongtration du lemme 1. — On donne la démonstration dans le casfoast contractante, le cas
dilatant étant analogue.

Soit F': C* — C™ l'applicationz — F'(z) = (A1 z1, .. .,)\n;vn), avecO < |A;| <1lpouri=1,...,n

Soith = (hy,...,hy,) € C™ un point tel quer; £ 0 pouri =1, .

Soit A(x) =), apa?, v = (v1,...,vp), ¥ =z ... 2%, une fonctlon holomorphe. On note| =
vi+...+v,.

OnaA(F*(h))=0 pourtoutk € N par hypothese, saity + >, a, A*”h” = 0, pour toutt € N. Comme
0<|\|<1,i=1,...,n,|\*| — 0 lorsquek — oo, pour toutr € N" tel que|v| # 0. On a donai = 0.

327



J. Cresson, M. Rabiet

On noteH,.(z) = ZM_T a,x” la composante homogene de degie A.

Les valeurs propres satisfaisant la condition de non-résonance, il est possible de les ordonner stricter
en module. On suppose, sans perte de généralité, que les valeurs propres sont classées par ordre crc
en module, a savoly < |A;| < --- < |A,| < 1. On note que

|An|=|A], VYreN, |y =, (2)

et|\”| > |A]|, pour toutr € N, |v| =r.

Pour démontrer I'annulation de, nous procédons par récurrence sur les composantes homogeént
H.(z),r>1.

On suppose que toutes les composantes homogénes de<degént nulles. On a donel(z) =
H(x) + X5, Ha(x), d'od

A(NeR) = H,(A\¥R) +> " Hg(A¥h) =0 pour toutk € N. ®)
d>r

Pour éliminer les coefficients d&,., nous allons mettre en facteur ¥ de A de plus grand module, a
savoirA! par (2). On a alors

A\
A()\kh) :)\i (CLQ ..... 077«/1:; + Z )CLV ()\_Z) hv) -0

V|21, v£(0,...,0,

0P s (0,00 av(» )*h” = 0. En faisant tendré — oo,
on aao,... 0, ThT = 0 Commeh est générique, onfa, # 0, d’'oliao, ...,
Pour annuler les autres coefficientsig, il convient de remanier la forme (3).0na

A(NR) =H,(MR) + > a R =0,

[v]|>r, AV <AT

OUH, () = Z a,z’ + Z a,z”.

|v|=r, v#£(0,...,0,r) [v|>7, AV >AT

Remarque. — Cette décomposition met en évidence le fait que le maximun\tle pour |v| = 7,
v #(0,...,0,r), n'est pas obligatoirement un maximum paat|, |v| > r, comme c’était le cas pour
AL

Le nombre de termes tels qig’| > | ]| est fini. En effet, il existe toujoursc N tel que|As| < |AT].
On a donc pour tout € N, || > s, [\“| < |A3| < |A7]. On noteN (r) le nombre de termes dai. ().

Par la condition de non-résonance, les prodiitintervenant dang, (\*k) sont strictement ordonnés
en module. On les classe par ordre décroispeft > --- > |A\"¥@ | = | \]].

En procédant comme pow,, on démontre que,,h*i =0 pouri =1,...,N(r). Le pointh étant
générique, on en déduit, = 0 pouri =1,..., N(r), soit H,(z) = 0. On a donc en particulieif, () = 0.

Une simple récurrence permet de montder 0, ce qui termine la démonstration du lemmez
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