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Résumé. SoitT un tore invariant partiellement hyperbolique d’un systéme hamiltonien analytique
Soit’H la variété d’énergie contenaiit On fait les hypothéses suivantes : le flot sur le tore
est minimal ; les variétés stable et instablé/tge coupent transversalement dahgles va-
leurs propres associéesta (T) (resp.W *(T)) vérifient la condition de non-résonance.
Alors il n'existe pas d’intégrale premiére analytique non triviale indépendante.de2001
Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Hyperboalicity and analytical non-integrability |1

Abstract. Let 7' be an invariant partially hyperbolic torus of an analytic Hamiltonian system. Let
‘H be the energy level of H containing 7T'. If the flow is minimal on the torus, its stable
and unstable manifold intersect transversally in H and the eigenvalues associated to the
stable (resp. unstable) manifold satisfy the non-resonance condition, then there exits no
non-trivial analytic first integral independent of H. 0 2001 Académie des sciences/Editions
scientifiques et médicales Elsevier SAS

1. Notationset résultat principal

1.1 Tores partiellement hyperboliques. — SoientM une variété symplectique de dimensibn+ 2/ et
H un Hamiltonien défini sui/ . On appelle tor@artiellement hyperbolique, un tore invariant de dimension
n, au voisinage duquel le Hamiltonien peut se mettre sous la forme

. 1

ou(¢,I,z,y) € T x R™® x R! x R!, avec- le produit scalaire usuel, etII des matrices symétriquesgt
d'ordre 3 en(l,z,y).

On suppose de plus que satisfait une condition diophantienn& - k| > ~/|k|™, pour toutk €
Z"\ {0}, y>0etr>1.

Le tore partiellement hyperboliqug est défini pafl’ = {(¢,I,z,y) € T" x R* x R xRl [ [ =z =y
=0}. Sa variété stabl&/ — (T') (resp. instabléV (7)) est définie pal =y = 0 (resp.l = x = 0).

Commew est non résonant, il existe une surface de seciiole dimensior2n au voisinage dd" dans
laguelle I'application de premier retour prend la forme

f(aapa S, u) = (0 + 21w + vp, p, AS, Ailu) + 7'(97P7 S,U), (2)
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ol (0, p,s,u) € TPt x R"~! x R! x R!, r est d’ordre 2 erp, s etu, w est non-résonant, ét est une
matrice diagonale de valeurs propresréelgs =1,...,1.

Remarque. — Les tores invariants partiellement hyperboliques obtenus par bifurcation des tores résona
des systémes hamiltoniens presque intégrables le long d’une résonance ($imple possédent une
application de premier retour de la forme (2). Pour 1, il faut imposer des conditions de réductibilité
particuliéres du flot sur le tore.

DEFINITION 1.-Un point(6,0,s,0) (resp.(#,0,0,u) deW(T') (resp.W*(T')) sera dit générique si
s # 0 (resp.u # 0).
1.2 Résultats. — Dans cette Note, nous démontrons le théoréme suivant :

THEOREME 1. —Soit 7" untoreinvariant partiellement /-hyperbolique d’ un Hamiltonien analytique H,
[ > 1. Soit H la variété d énergie contenant 7'. On suppose que : (i) la variété stable et |a variété instable
de T" se coupent transversalement dans 7 en un point homocline générique, (ii) lesvaleurspropres \;, i =
1,...,1, vérifient la condition denon-résonance \” # 1, ol € Z'\{0}, v = (v1,..., 1), XV = A7' LA,
(iii) la fréguence w de (1) est non résonante.

Alors, il n’existe pas d'intégrale premiére analytique non triviale indépendante de H.

La démonstration utilise la démarche développée dans [5]. La condition de minimalité du flot sur le to
n'est pas spécifique au cas partiellement hyperbolique. En effet, nous avons :

THEOREME 2. —Soit T untoreinvariant normalement hyperboliqued’ un difféomorphismeanalytique f
d'une variété analytique M de dimension n + 2, n,l € N. On suppose qu'il existe un systéme de
coordonnées analytiques (¢, s, u) € T x R! x R défini sur un voisinage ouvert U de T tel que

f(0,s,u)= (9 + 2w, AT s, A*u) +7r(0,s,u), 3)
ou A~, AT, sont des matrices diagonales de valeurs propres réelles 0 < A < 1, )\j >1,i=1,...,l, r
estd'ordre2ensetuetr(d,0,u)=0, r(0,s,0)=0.

On suppose de plus que : (i) la variété stable et |a variété instable se coupent transversalement en un
point homocline générique, (ii) la fréquence w est non résonnante, (iii) les valeurs propres associées a la
variété stable (resp. instable) vérifient la condition de non-résonance.

Alors, il n’existe pas d' intégrale premiéere anal ytique pour le systéme dynamique discret défini par f.

Comme dans le cas partiellement hyperbolique, on a en général, dépendancetdet ené (voir [5]).
Ceci nous conduit a la conjecture suivante :

CONJECTURE — Soit f un difféomorphisme analytique d’ une variété (analytique) M, et A un ensemble
invariant compact hyperbolique de f. On suppose que: (i) la variété stable et |a variété instable de A se
coupent transversalement, (ii) f a une dynamique minimale sur A, (iii) les valeurs propres de f associées
alavariété stable (resp. instable) vérifient la condition de non-résonance.

Alors, il n’existe pas d'intégrale premiere analytique pour le systéme défini par f.

Dans le cas oul possede une structure produit, la conjecture découle essentiellement de la démonstrat
du théoréme 2.

1.3 Principe de démonstration. — On rapelle la démarche dégagée dans [1]. La démonstration est basé
sur deux résulats :
— Unlemme de trivialité :

LEMME DE TRIVIALITE. —Soit 7' un tore normalement (resp. partiellement) hyperbolique. Soit A*
(resp. k™) un point générique de W (T') (resp. W—(T)), et P une fonction analytique, nulle sur I’ orbite
v(hT) (resp. v(h™)) de h* (resp. h™). S les valeurs propres de A™ (resp. A™) vérifient la condition de
non-résonanceet s leflot sur 7" est minimal, alors P =0 sur W+ (T') (resp. W—(T)).
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Non-intégrabilité analytique

Ce lemme est démontré au § 2 (resp. § 3) dans le cas d’'un tore normalement (resp. partiellem
hyperbolique.

— Unlemme géométrique :

LEMME GEOMETRIQUE — Soient M une variété de dimensionn et V— (resp. V) une sous-variété de
dimension n~ (resp. n*) tellesque V™~ et V+ se coupent transversalement dans M. Soit P une fonction
declasse C*, constantesur V- U V*, alors DP(x) =0 entouslespointsz € V- NV .

On renvoie a [1] pour la démonstration.

Avant de décrire le principe général de démonstration des théorémes 1 et 2, nous devons préciser la nc
de non-intégrabilité analytique utilisée dans le théoréme 2. En effet, si le systeme hamiltonien défini par
posséde une intégrale premiere analytique non triviale indépendaiie alers la restriction du systéeme
a une variété d’énergie donnée admet une intégrale premiére analytique non triviale. La démonstration
suit démontre que cela n’est pas possible.

Soith un point homocline et(h) son orbite. SoitP une intégrale premiére analytique pguiLidée est
de démontrer par récurrence, I'annulation des dérivées successiPesidgesD P’ (), en tous les points
x € y(h). CommeP est analytique, on en déduit= const. L'hypothése de récurrencg,(), n > 1, est la
suivante : f,,) On aDP’(z) = 0 pour toutz € v(h) eti < n.

L'hypothése est vérifiée em= 1. En effet, on aP(x) = const surW = (T") U W+ (T') par définition. Le
lemme géométrique impliquBP (x) = 0 pour toutz € ~(h). Montrons quek,,) implique (,,+1) : d’aprés
(hn), on@aDP™(x) = 0 pour toutz € y(h). Par le lemme de trivialite, on en dédutP" |y - (1) = 0 et
DP"|y+ )y = 0. Le lemme géométrique implique doRP" ! (x) = 0 pour toutr € y(h). Par récurrence,
nous avons don® P’ (z) = 0 pour toutz € v(h) eti > 1, ce qui termine la démonstration des théorémes 1
et2.

Pour compléter cette démonstration, il reste a démontrer le lemme de trivialité pour un tore normalem
(resp. partiellement) hyperbolique. C'est I'objet des § 2 et 3.

2. Lemmedetrivialité pour un tore normalement hyperbolique

Dans le systéme de coordonnééss, u) € T x R! x R! défini sur le voisinage ouvetf de T, le tore
invariant est donné p&f = {(6,s,u] € T* x R! x R | s = u = 0}, et sa variété stable (resp. instable) par
W=(T)={(0,s,u) € T" x Rl x R! |u=0} (resp.W*(T)={(6,s,u) € T* x Rl x R! | s =0}).

Nous donnons la démonstration du lemme de trivialitd®ur(7'), celle-ci étant analogue polr (7).
Soit P une fonction analytique sd# — (T") de la forme

P(0,s)=> ar(0)s*/ 4)
keN!
ou ay(0) est une fonctior2zr-périodique erd. Soith™ = (8~,s7) e UNW—(T) tel ques— #0 carh™
est générique. La restriction gea W~ (T') est définie dan& N W~ (T) par f (0, s) = (6 +w, A~ s). Par
hypothése, on &((f~)™(h™)) = 0 pour toutm € N, soit 3, . ax (0~ + mw)((A~)™s™ )k =0, pour
toutn € N, d’'ou

> ar(0” +mw)(A\)"F(s)F =0, VmeN, (5)

. . 1
carA~ estdiagonale.  *<N

Comme les valeurs propres vérifient la condition de non-résonance, il est possible d'ordonner
totalement leg\ )%, soit (A ™)k < (A7)M < ... < (A7)k < ... L'équation (5) s'écrit donc

D ak, (07 +mw)(AT)"Fi(sT)F =0, VmeN, (6)
>0
L'annulation deP se fait alors par récurrence. On nfat )™*o en facteur dans (6). On obtient
A~ ki \ ™M
apy (0~ +mw) + Zaki (0~ +mw) (E)‘iko ) (s) =0, VmeN. 7)

i>1
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Comme(\~)¥ /(A~)ko < 1 par définition, on a, en faisant tendrevers l'infini lim,, o ax, (6~ + mw)
= 0. Commeuw est non résonant, on en déduit, (#) = 0 pour toutd € T". Une récurrence surtermine
la démonstration. O

3. Lemme detrivialité pour un tore partiellement hyperbolique

La démonstration du lemme de trivialité pour un tore partiellement hyperbolique se raméne au ¢
d’un tore normalement hyperbolique. En effet, I'hyperbolicité partielle n’intervient pas dans le lemme d
trivialité.

La variété stable est définie pdf—(7) = {(0,1,s,u) € T" x R® x Rl x R! | I = u = 0}. Une fonction
analytique sui¥ —(7') est donc de la form& (6, s) = >, . ax(0)s”. Comme par ailleurs la dynamique
surW—(T') estdonnée paf— (6, s) = (6 + 27w, As), on est conduit & résoudre I'équation (5).

4. Diffusion d’ Arnold et non-intégrabilité analytique du probléme des 3 corps

Le probleme restreint elliptique plan des 3 corps est I'étude du mouvement d'une paftidalenasse
nulle, en interaction newtonienne avec deux poih&t S, de masse €10, 1 et1 — p respectivement, tels
que le vecteuB] décrive une ellipse d’excentricitédont le foyer est situé a leur centre de maSsd.e
Hamiltonien de ce probleme s’écrit

Ip]I? p 1—p
He, t,q,p) = - ; 8
w0 P =5 \ae) T o0 ©
ou (t,q,p) € R x R? x R?, || - || est la norme euclidienné(t,q,e) = ||q¢ — Ji||, o(t,q,e) = |lg — S]]

avec S; = ((1 — p)rcosu, (1 — p)rsinu), J; = (—prcosu, pursinu), 7 = (1 — €?)/(1 + ecosu) et
u=esinu+t/(v/1—e?).

Dans [3], J. Xia a démontré, dans son étude sur la diffusion d’Arnold dans le probléme des 3 corps,
théoréme suivant :

THEOREME 3.—Pour 0 < p < 1 & 0 < e < p, il existe des tores invariants partiellement 1-
hyperboliques pour H. ,. On note H. , la variété d’ énergie contenant ces tores. La variété stable et la
variété instable de chacun de ces tores se coupent transversalement dans H. ...

L'application de premier retour définie au voisinage des tores de Xia est de la forme (2). De plus, la dyr
mique sur chacun de ces tores est minimale. Comme ils sont 1-hyperboliques, la condition de non-réson:
sur les valeurs propres associées a la variété stable (resp. instable) des tores de Xia est automatique
satisfaite de méme que la généricité du point homocline. Le théoréme 1 s’applique eton a:

THEOREME 4. —Le probléme restreint elliptique plan destrois corps n’admet pas d' intégrale premiére
analytique non triviale autreque H, ,, pour 0 < p < 1 et 0 < e < p.

Ce théoreme est annoncé par Xia dans [3] sans démonstration. Ce résultat s’étend au probléme plar
3 corps en utilisant [4].
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