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Résumé. SoitT un tore invariant partiellement hyperbolique d’un système hamiltonien analytiqueH .
SoitH la variété d’énergie contenantT . On fait les hypothèses suivantes : le flot sur le tore
est minimal ; les variétés stable et instable deT se coupent transversalement dansH ; les va-
leurs propres associées àW−(T ) (resp.W +(T )) vérifient la condition de non-résonance.
Alors il n’existe pas d’intégrale première analytique non triviale indépendante deH . 2001
Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Hyperbolicity and analytical non-integrability II

Abstract. Let T be an invariant partially hyperbolic torus of an analytic Hamiltonian system. Let
H be the energy level of H containing T . If the flow is minimal on the torus, its stable
and unstable manifold intersect transversally in H and the eigenvalues associated to the
stable (resp. unstable) manifold satisfy the non-resonance condition, then there exits no
non-trivial analytic first integral independent of H .  2001 Académie des sciences/Éditions
scientifiques et médicales Elsevier SAS

1. Notations et résultat principal

1.1. Tores partiellement hyperboliques. – SoientM une variété symplectique de dimension2n+ 2l et
H un Hamiltonien défini surM . On appelle torepartiellement hyperbolique, un tore invariant de dimension
n, au voisinage duquel le Hamiltonien peut se mettre sous la forme

H(φ, I, x, y) = w̃ · I +
1
2
I · ΓI + x ·Πy+ g(φ, I, x, y), (1)

où (φ, I, x, y) ∈ T
n ×R

n ×R
l ×R

l, avec· le produit scalaire usuel,Γ etΠ des matrices symétriques etg
d’ordre 3 en(I, x, y).

On suppose de plus quẽw satisfait une condition diophantienne|w̃ · k| � γ/|k|τ , pour tout k ∈
Z

n \ {0}, γ > 0 et τ > 1.
Le tore partiellement hyperboliqueT est défini parT = {(φ, I, x, y) ∈ T

n × R
n × R

l × R
l | I = x= y

= 0}. Sa variété stableW−(T ) (resp. instableW+(T )) est définie parI = y = 0 (resp.I = x= 0).
Commew̃ est non résonant, il existe une surface de sectionS de dimension2n au voisinage deT dans

laquelle l’application de premier retour prend la forme

f(θ, ρ, s, u) =
(
θ+ 2πw+ νρ, ρ,Λs,Λ−1u

)
+ r(θ, ρ, s, u), (2)
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où (θ, ρ, s, u) ∈ T
n−1 × R

n−1 × R
l × Rl, r est d’ordre 2 enρ, s et u, w est non-résonant, etΛ est une

matrice diagonale de valeurs propres réellesλi, i= 1, . . . , l.

Remarque. – Les tores invariants partiellement hyperboliques obtenus par bifurcation des tores résonants
des systèmes hamiltoniens presque intégrables le long d’une résonance simple(l = 1), possèdent une
application de premier retour de la forme (2). Pourl > 1, il faut imposer des conditions de réductibilité
particulières du flot sur le tore.

DÉFINITION 1. – Un point(θ,0, s,0) (resp.(θ,0,0, u) deW−(T ) (resp.W+(T )) sera dit générique si
s �= 0 (resp.u �= 0).

1.2. Résultats. – Dans cette Note, nous démontrons le théorème suivant :

THÉORÈME 1. –Soit T un tore invariant partiellement l-hyperbolique d’un Hamiltonien analytiqueH ,
l� 1. Soit H la variété d’énergie contenant T . On suppose que : (i) la variété stable et la variété instable
de T se coupent transversalement dans H en un point homocline générique, (ii) les valeurs propres λi, i=
1, . . . , l, vérifient la condition de non-résonance λν �= 1, où ν ∈ Z

l\{0}, ν = (ν1, . . . , νl), λν = λν1
1 . . . λνl

l ,
(iii) la fréquence w̃ de (1) est non résonante.

Alors, il n’existe pas d’intégrale première analytique non triviale indépendante de H .

La démonstration utilise la démarche développée dans [5]. La condition de minimalité du flot sur le tore
n’est pas spécifique au cas partiellement hyperbolique. En effet, nous avons :

THÉORÈME 2. –Soit T un tore invariant normalement hyperbolique d’un difféomorphisme analytique f
d’une variété analytique M de dimension n + 2l, n, l ∈ N. On suppose qu’il existe un système de
coordonnées analytiques (θ, s, u) ∈ T

n ×R
l ×R

l défini sur un voisinage ouvert U de T tel que

f(θ, s, u) =
(
θ+ 2πw,Λ+s,Λ−u

)
+ r(θ, s, u), (3)

où Λ−, Λ+, sont des matrices diagonales de valeurs propres réelles 0< λ−i < 1, λ+
i > 1, i= 1, . . . , l, r

est d’ordre 2 en s et u et r(θ,0, u) = 0, r(θ, s,0) = 0.
On suppose de plus que : (i) la variété stable et la variété instable se coupent transversalement en un

point homocline générique, (ii) la fréquence w est non résonnante, (iii) les valeurs propres associées à la
variété stable (resp. instable) vérifient la condition de non-résonance.

Alors, il n’existe pas d’intégrale première analytique pour le système dynamique discret défini par f .

Comme dans le cas partiellement hyperbolique, on a en général, dépendance deΛ− etΛ+ enθ (voir [5]).
Ceci nous conduit à la conjecture suivante :

CONJECTURE. – Soit f un difféomorphisme analytique d’une variété (analytique)M , et A un ensemble
invariant compact hyperbolique de f . On suppose que : (i) la variété stable et la variété instable de A se
coupent transversalement, (ii) f a une dynamique minimale sur A, (iii) les valeurs propres de f associées
à la variété stable (resp. instable) vérifient la condition de non-résonance.

Alors, il n’existe pas d’intégrale première analytique pour le système défini par f .

Dans le cas oùA possède une structure produit, la conjecture découle essentiellement de la démonstration
du théorème 2.

1.3. Principe de démonstration. – On rapelle la démarche dégagée dans [1]. La démonstration est basée
sur deux résulats :

– Un lemme de trivialité :

LEMME DE TRIVIALITÉ . – Soit T un tore normalement (resp. partiellement) hyperbolique. Soit h+

(resp. h−) un point générique de W+(T ) (resp. W−(T )), et P une fonction analytique, nulle sur l’orbite
γ(h+) (resp. γ(h−)) de h+ (resp. h−). Si les valeurs propres de Λ+ (resp. Λ−) vérifient la condition de
non-résonance et si le flot sur T est minimal, alors P ≡ 0 sur W+(T ) (resp. W−(T )).
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Non-intégrabilité analytique

Ce lemme est démontré au § 2 (resp. § 3) dans le cas d’un tore normalement (resp. partiellement)
hyperbolique.

– Un lemme géométrique :

LEMME GÉOMÉTRIQUE. – Soient M une variété de dimension n et V − (resp. V +) une sous-variété de
dimension n− (resp. n+) telles que V − et V + se coupent transversalement dans M . Soit P une fonction
de classe C1, constante sur V − ∪ V +, alors DP (x) = 0 en tous les points x ∈ V − ∩ V +.

On renvoie à [1] pour la démonstration.
Avant de décrire le principe général de démonstration des théorèmes 1 et 2, nous devons préciser la notion

de non-intégrabilité analytique utilisée dans le théorème 2. En effet, si le système hamiltonien défini parH
possède une intégrale première analytique non triviale indépendante deH , alors la restriction du système
à une variété d’énergie donnée admet une intégrale première analytique non triviale. La démonstration qui
suit démontre que cela n’est pas possible.

Soith un point homocline etγ(h) son orbite. SoitP une intégrale première analytique pourf . L’idée est
de démontrer par récurrence, l’annulation des dérivées successives deP , notéesDP i(x), en tous les points
x∈ γ(h). CommeP est analytique, on en déduitP = const. L’hypothèse de récurrence (hn), n� 1, est la
suivante : (hn) On aDP i(x) = 0 pour toutx ∈ γ(h) et i� n.

L’hypothèse est vérifiée enn= 1. En effet, on aP (x) = const surW−(T )∪W+(T ) par définition. Le
lemme géométrique impliqueDP(x) = 0 pour toutx ∈ γ(h). Montrons que (hn) implique (hn+1) : d’après
(hn), on aDPn(x) = 0 pour toutx ∈ γ(h). Par le lemme de trivialité, on en déduitDPn|W−(T ) = 0 et
DPn|W+(T ) = 0. Le lemme géométrique implique doncDPn+1(x) = 0 pour toutx∈ γ(h). Par récurrence,
nous avons doncDP i(x) = 0 pour toutx∈ γ(h) et i� 1, ce qui termine la démonstration des théorèmes 1
et 2.

Pour compléter cette démonstration, il reste à démontrer le lemme de trivialité pour un tore normalement
(resp. partiellement) hyperbolique. C’est l’objet des § 2 et 3.

2. Lemme de trivialité pour un tore normalement hyperbolique

Dans le système de coordonnées(θ, s, u) ∈ T
n × R

l × R
l défini sur le voisinage ouvertU de T, le tore

invariant est donné parT = {(θ, s, u] ∈ T
n × R

l ×R
l | s= u= 0}, et sa variété stable (resp. instable) par

W−(T ) = {(θ, s, u) ∈ T
n ×R

l ×R
l | u= 0} (resp.W+(T ) = {(θ, s, u)∈ T

n ×R
l ×R

l | s= 0}).
Nous donnons la démonstration du lemme de trivialité surW−(T ), celle-ci étant analogue pourW+(T ).

SoitP une fonction analytique surW−(T ) de la forme

P (θ, s) =
∑
k∈Nl

ak(θ)sk,′ (4)

où ak(θ) est une fonction2π-périodique enθ. Soith− = (θ−, s−) ∈ U ∩W−(T ) tel ques− �= 0 carh−

est générique. La restriction def àW−(T ) est définie dansU ∩W−(T ) parf−(θ, s) = (θ+w,Λ−s). Par
hypothèse, on aP ((f−)m(h−)) = 0 pour toutm ∈ N, soit

∑
k∈Nl ak(θ− +mw)((Λ−)ms−)k = 0, pour

toutm ∈ N, d’où ∑
k∈Nl

ak(θ− +mw)(λ−)mk(s−)k = 0, ∀m ∈ N, (5)

carΛ− est diagonale.
Comme les valeurs propresλ− vérifient la condition de non-résonance, il est possible d’ordonner

totalement les(λ−)k, soit (λ−)k0 < (λ−)k1 < · · ·< (λ−)ki < · · ·. L’équation (5) s’écrit donc∑
i�0

aki(θ
− +mw)(λ−)mki(s−)ki = 0, ∀m ∈ N. (6)

L’annulation deP se fait alors par récurrence. On met(λ−)mk0 en facteur dans (6). On obtient

ak0(θ
− +mw) +

∑
i�1

aki(θ
− +mw)

(
(λ−)ki

(λ−)k0

)m

(s−)ki = 0, ∀m ∈ N. (7)
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Comme(λ−)ki/(λ−)k0 < 1 par définition, on a, en faisant tendrem vers l’infini limn→∞ ak0(θ− +mw)
= 0. Commew est non résonant, on en déduit,ak0(θ) = 0 pour toutθ ∈ T

n. Une récurrence suri termine
la démonstration. ✷
3. Lemme de trivialité pour un tore partiellement hyperbolique

La démonstration du lemme de trivialité pour un tore partiellement hyperbolique se ramène au cas
d’un tore normalement hyperbolique. En effet, l’hyperbolicité partielle n’intervient pas dans le lemme de
trivialité.

La variété stable est définie parW−(T ) = {(θ, I, s, u)∈ T
n ×R

n ×R
l ×R

l | I = u= 0}. Une fonction
analytique surW−(T ) est donc de la formeP (θ, s) =

∑
k∈Nl ak(θ)sk . Comme par ailleurs la dynamique

surW−(T ) est donnée parf−(θ, s) = (θ+ 2πw,Λs), on est conduit à résoudre l’équation (5).

4. Diffusion d’Arnold et non-intégrabilité analytique du problème des 3 corps

Le problème restreint elliptique plan des 3 corps est l’étude du mouvement d’une particuleA de masse
nulle, en interaction newtonienne avec deux pointsJ etS, de masseµ ∈ ]0,1[ et1− µ respectivement, tels
que le vecteurSJ décrive une ellipse d’excentricitée dont le foyer est situé à leur centre de masseO. Le
Hamiltonien de ce problème s’écrit

He,µ(t, q, p) =
‖p‖2

2
−

(
µ

δ(t, q, e)
+

1− µ
σ(t, q, e)

)
, (8)

où (t, q, p) ∈ R × R
2 × R

2, ‖ · ‖ est la norme euclidienne,δ(t, q, e) = ‖q − Jt‖, σ(t, q, e) = ‖q − St‖
avecSt = ((1 − µ)r cosu, (1 − µ)r sinu), Jt = (−µr cosu,µr sinu), r = (1 − e2)/(1 + e cosu) et
u= e sinu+ t/(

√
1− e2 ).

Dans [3], J. Xia a démontré, dans son étude sur la diffusion d’Arnold dans le problème des 3 corps, le
théorème suivant :

THÉORÈME 3. –Pour 0 < µ � 1 et 0 < e � µ, il existe des tores invariants partiellement 1-
hyperboliques pour He,µ. On note He,µ la variété d’énergie contenant ces tores. La variété stable et la
variété instable de chacun de ces tores se coupent transversalement dans He,µ.

L’application de premier retour définie au voisinage des tores de Xia est de la forme (2). De plus, la dyna-
mique sur chacun de ces tores est minimale. Comme ils sont 1-hyperboliques, la condition de non-résonance
sur les valeurs propres associées à la variété stable (resp. instable) des tores de Xia est automatiquement
satisfaite de même que la généricité du point homocline. Le théorème 1 s’applique et on a :

THÉORÈME 4. –Le problème restreint elliptique plan des trois corps n’admet pas d’intégrale première
analytique non triviale autre que He,µ pour 0< µ� 1 et 0< e� µ.

Ce théorème est annoncé par Xia dans [3] sans démonstration. Ce résultat s’étend au problème plan des
3 corps en utilisant [4].
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