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Résumé. Nous généralisons le théorème de Birkhoff–Smale au cas des tores partiellement hyper-
boliques intervenant dans les perturbations des systèmes hamiltoniens complétement in-
tégrables. On en déduit de nouveaux résultats sur la dynamique le long d’une chaîne de
transition (au sens de V.I. Arnol’d). 2000 Académie des sciences/Éditions scientifiques
et médicales Elsevier SAS

Symbolic dynamics and partially hyperbolic tori

Abstract. We generalize the classical Birkhoff–Smale theorem for partially hyperbolic tori, which
arise near simple resonances in near-integrable Hamiltonian systems. As a consequence,
we deduce new results on the dynamics along a transition chain(following V.I. Arnol’d
terminology).  2000 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier
SAS

Abridged English version

In 1964, Arnol’d [1] in a famous paper has given an example of a three degrees of freedom near-integrable
Hamiltonian system where an instability of the action variables occurs. The mechanism which generates this
instability is based on the existence in the perturbed system of chain of partially hyperbolic tori connected
by heteroclinic orbits. The aim of this work is to precise the dynamics near these tori and along a chain.

We extend (Theorem 1) the classical Birkhoff–Smale theorem [9] for hyperbolic points or (normally)
hyperbolic tori to partially hyperbolic tori: if the stable and unstable manifold of a partially hyperbolic
torus intersect transversely, then there exists a hyperbolic invariant set near a homoclinic orbit on which the
dynamics is conjugated to a Bernouilli shift.

Several authors, including Holmes and Marsden [6] have conjectured such a result. Difficulties are due
to the partial hyperbolicity of the tori. A particular case is studied by Easton [5].

Our proof is based on the following key results :
(i) if the flow on the torus is with torsion, then we have a result similar to the classicalλ-lemma of J. Palis

for hyperbolic points [4];
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(ii) transversality of the stable and unstable manifold together with torsion of the flow on the torus produce
“hyperbolicity” (Lemma 1);

(iii) the minimal dynamics on the torus allows us to localize a neighborhood of the homoclinic orbit where
hyperbolicity exists (it gives the alphabet of symbolic dynamics).

We then discuss the relevance of this result on Arnol’d’s diffusion. We first prove that along a transition
chain, we can construct a “dual” chain of hyperbolic periodic orbits (Theorem 2). We then use classical
results on hyperbolic dynamics to prove the Holmes–Marsden’s conjecture: along a transition chain, there
exists periodic orbits of arbitrary high period (Corollary 1).

1. Introduction

Nous démontrons un analogue du théorème deBirkhoff–Smale[9] pour les tores partiellement
hyeprboliques possédant une orbite homocline transverse. Ces tores interviennent dans les tentatives de
généralisation du mécanisme proposé par V.I. Arnol’d [2] pour l’instabilité toplogique. De nombreux
auteurs (voir [6]) ont conjecturé ce résultat, mais aucune démonstration n’existe à ce jour, mis à part un
cas particulier étudié par R.W. Easton [5]. La principale difficulté est liée à l’hyperbolicitépartielle de ces
objets.

La démonstration est basée sur les points suivants :
– sous l’hypothèse d’une torsion non nulle du flot sur le tore, on peut démontrer un énoncé de typeλ-lemme
[4] ;
– la transversalitédes variétés invariantes, couplée à latorsiondu flot sur le tore, produit de l’« hyperboli-
cité » ;
– la dynamiqueminimalesur le torelocaliseun voisinage de l’orbite homocline où cette hyperbolicité est
présente (elle donne l’alphabetde la dynamique symbolique).

Les conséquences de ce travail sur le mécanisme d’Arnol’d sont ensuites discutées. Nous démontrons
notamment la conjecture de Holmes et Marsden ([6], § 3, p. 672–673) sur l’existence d’orbites périodiques
de période arbitrairement longue le long d’une chaîne de transition.

2. Notations et résultat principal

SoientM une variété symplectique de dimension6 etH un Hamiltonien défini surM . On noteH la
variété d’énergie considérée.

2.1. Tores de Graff

On appelle tore deGraff [8], un toreinvariantde dimension2, au voisinage duquel le Hamiltonien peut
se mettre sous la forme :

H(φ, I, x, y) = ω · I +
1

2
I · ΓI + λxy + g(φ, I, x, y),

où (I, φ, x, y) ∈R2×T2×R×R, avec· le produit scalaire usuel,Γ une matrice symétrique etg d’ordre3
en(I, x, y).

On suppose de plus queω satisfait une condition diophantienne :

|ω · k|> γ/|k|τ , (1)

pour toutk ∈ Z2 r {0}, γ > 0 et τ > 1.
Le tore de GraffT est défini parT = {(I, φ, x, y) ∈R2×T2×R×R | I = x= y = 0}. Sa variété stable

W s(T ) (resp. instableW u(T )) est définie parI = y = 0 (resp.I = x= 0).
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Commeω est non résonant, il est possible d’effectuer une surface de sectionS de dimension4 au
voisinage deT dans laquelle l’application de premier retour a la forme :

f(θ, ρ, s, u) =
(
θ+ ω+ νρ, ρ, λs, λ−1u

)
+ r(θ, ρ, s, u), (2)

où (θ, ρ, s, u) ∈ T×R×R×R, r d’ordre2 enρ, s, u avecν 6= 0.

2.2. Hypothèses

On note les variables dans l’ordre suivant :z = (θ, s, ρ, u).
(i) (homocline) Il existe un tore de GraffT dont les variétés stable et instable se coupent transversalement

dansH le long d’au moins une orbite homoclineh.

Remarque1. – Cette hypothèse est générique [7].

L’orbite homoclineh coupe la sectionS en un pointp− = (θ−,0,0, u−) de W u(T ) et un point
p+ = (θ+, s+,0,0) deW s(T ).

Soitµ+ ∈R∗+ (resp.µ− ∈R+
∗ ) un petit paramètre et‖ · ‖ la norme usuelle surT×R×R×R, on défini

B+ = {z ∈ T×R×R×R | ‖z − p+‖6 µ+} un voisinage dep+ (de même pourp−).
On noteDn = {z ∈ B+|fn(z) ∈ B−} et D =

⋃
n>1Dn. On peux choisirµ suffisamment petit pour

avoirDn ∩Dm = ∅ si n 6= m. On noteF : D 7→ B− l’application transverse, définie parF (z) = fn(z)
si z ∈Dn. Soit Λ : B− 7→ B+ l’application homocline, on noteΨ : B+ 7→ B+ l’application définie par
Ψ = Λ ◦ F .

L’applicationΛ a la forme :

Λ(z) = p+ + Πh+ Λ2(h), (3)

oùΠ =DΛ(p−) est la différentielle deΛ au pointp− et Λ2 est un terme d’ordre au moins2.
(ii) (transversalité) La matriceΠ prend la forme suivante dans la base(eθ, es, eρ, eu) :

Π =


1 0 0 0
0 a 0 b
δ 0 1 0
0 c 0 d

 , (4)

avec(a, b, c, d) ∈R4 tels quead− bc= 1, avecδ 6= 0.

Remarque2. – soitΛl(x) = p+ + Π ·x la partie linéaire deΛ. L’application linéaire tangente est donnée
par (Λl)∗ = Π. On notewσξ (T ) = W ξ(T ) ∩Bσ pourσ = ± et ξ ∈ {s, u}. Pour toute variété∆, on note
Ty∆ son espace tangent au pointy. Si δ 6= 0, on montre facilement que

Π
(
Txw

−
u (T )

)
+ TΛl(x)w

+
s (T ) = TΛl(x)M, (5)

ce qui traduit la transversalité des variétés stable et instable du tore.
– cette hypothèse est vérifiée dans les exemples de type Arnol’d [2].
– on ne connaît pas la forme générique deΠ.

(iii) (contrôle des restes) Le rester de (2) (resp. le resteΛ2 de (3)) est unO2(ρ, su).

Remarque3. – Cette forme du reste est inspirée des résultats de Niederman [8].
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2.3. Résultat principal

On définit l’alphabet

A=
{
n ∈N, n0 6 n6∞ |

∣∣θ+ − θ− + nω
∣∣< µ−

2

}
,

oùn0 = γ
/(

µ−

2

)τ
par [3].

Remarque4. – Cet alphabet est non vide car on a la condition diophantienne (1).

SoientX = (Θ, S) ∈ T×R, Y = (R,U) ∈ R×R, ‖ · ‖1 la norme sup, etB la boule de centre0 et de
rayon1.

Pourµ< µ−/2, on définit lafenêtre[5] W : B 7→B+ parW(X,Y ) = p+ +W · (X,Y ) avec

W =


µ 0 µδ−1 0
0 µ 0 bµd−1

0 0 µ 0
0 0 0 µ

 . (6)

On note pourn ∈ A,Hn =
{
Z = (Θ, S,R,U) ∈ T×R×R×R | |U − λnµ−1u−|< λn, |R|< λn

}
,

etD =
⋃
n∈AHn.

On note aussil : B 7→ B l’application définie parl=W−1 ◦Ψ ◦W .

THÉORÈME 1. –Sous(i), (ii) et (iii) , pour µ suffisamment petit, l’applicationl possède un ensemble
invariant hyperboliqueI tel quel|I soit topologiquement conjuguée à un décalage sur l’alphabetA.

La démonstration est esquissée dans le prochain paragraphe.

Remarque5. – L’ensemble invariant hyperboliqueI est un Cantor de mesure de Lebesgue nulle.
– Le théorème 1 est encore vrai si le vecteur fréquence sur le tore est seulement non résonant et pour un
nombre quelconque de degré de liberté.
– On peut remplacer l’hypothèse ii) en prenant toute matriceΠ vérifiant la condition de transversalité (5).

3. Plan de la démonstration

La démonstration s’effectue en trois étapes. On calcule l’applicationl et on remarque que cette
application esthyperbolique. L’hyperbolicité provient de latransversalitéet de latorsionnon nulle du flot
sur le tore. On vérifie ensuite les critères dechaostels qu’ils sont donnés par exemple dans [9] pour la partie
affine del. afin d’utiliser un théorème de stabilité de la dynamique symbolique sous faible perturbationC1

(voir [5]).

3.1. Calcul del

Soit z = (X,Y ) ∈Hn, l’applicationl s’écrit l(z) = q +Lz +R(z), oùq = (0, λns+/µd, δ(θ+ − θ− +
nω)/µ, cλns+/µ),

L=


0 0 −δ−1 0
0 λn/d 0 λnb/d2

δ 0 2 + δnν 0
0 cλn 0 cbd−1λn + dλ−n

 ,

etR est d’ordre2 enz.
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LEMME 1. –La matriceL est hyperbolique si et seulement siδ 6= 0 etν 6= 0. De plus, ses valeurs propres
sont données par

λ1 ∼ d−1λn, λ2 ∼ 1/λ1, λ3 ∼ δnν, λ4 ∼ 1/λ3,

pourn assez grand.

Démonstration. – Le polynôme caractéristique deL estP (x) =
(
x2−x(δnν+2)+1

)(
x2−xa(n)+1

)
,

oùa(n) = aλ2n + dλ−n.
Le second facteur donne les directions hyperboliques classiques associée aux valeurs propresd−1λn et

dλ−n pourn assez grand.
Le premier facteur génére des directions hyperboliques non triviales. On vérifie que les solutions du

premier facteur sont données par

x± = 1 +
δnν

2
± 1

2

(
δ2(nν)2 + 4δnν

)1/2
.

Si δ = 0 (resp.ν = 0), on ax± = ±1. Supposons doncδ 6= 0 et ν 6= 0, alors pourn assez grand, on a des
solutionsx+ ∼ δnν etx− ∼ 1/δnν. 2

Le lemme a illustre le phénomène de transversalité-torsion.

3.2. Critères de Chaos pourla(z) = q+Lz

C’est une partie essentiellement technique. On suit la démarche de ([9], p. 322) pour démontrer les
conditions de cône stable et instable (voir [10]) en utilisant unλ-lemme. Sous l’hypothèse (iii), le tore de
Graff est un tore standard suivant [4]. Commeν 6= 0 le λ-lemme est valide (voir [4]). Les calculs sont alors
analogues à [9].

3.3. Contrôle des restes

En utilisant (iii), on démontre que le resteR(z) del(z) est enλ2n pour chaque point dez ∈Hn, n ∈A.
Or, ∀ z ∈Hn, les valeurs propres deL sont telles quemini λi ∼ λn. Un théorème de stabilité (voir [5]) de
la dynamique symbolique sous faible perturbationC1 termine la démonstration du théorème 1.2

Remarque6. – Le phénomène de couplage transversalité-torsion créant l’ hyperbolicité est spécifique
au cas partiellement hyperbolique. Il n’intervient pas dans la démonstration de l’analogue du théorème
de Birkhoff–Smale pour les toresnormalementhyperboliques (où pourtant, ces deux « ingrédients » sont
présents) (voir [9]).

– La forme simple deΠ (4) nous permet de mettre en évidence clairement le rôle de la transversalité
et de la torsion. Néanmoins, la démonstration du théorème 1 est géométrique via leλ-lemme (voir [4]) et
impose seulement la relation de transversalité (5) sur le choix deΠ.

4. Quelques conséquences sur le mécanisme d’Arnol’d

Soit queW u(Ti) coupe transversalementW s(Ti+1) dansH. Ces tores forment unechaîne de transition
T au sens de V.I. Arnol’d (voir [2]).

On suppose de plus que les hypothèses (i), (ii) et (iii) sont vérifiées pour chaque tore de la chaîne.
Soit Ti un tore de la chaîne, on noteSi sa surface de section,hi une orbite homocline àT , p+

i (resp.
p−i ) l’intersection dehi avecW s(Ti) ∩ S (resp.W u(T ) ∩ S) etB+

i (resp.B−i ) le voisinage dep+
i (resp.

p−i ) défini comme dans 2.2. Pour touti = 1, . . . , n, on noteΨi l’application homocline,Wi la fenêtre,
li =W−1

i ◦ Ψi ◦ Wi, φi l’homéomorphisme du théorème défini au voisinage du toreTi, Ai l’alphabet
associé etIi l’ensemble invariant hyperbolique.
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On note(n) la séquence infinie{. . . , n, n,n, . . .}. Soitpi(n) = φ−1
i (n), n ∈ Ai, le point fixe deli dans

Ii parφ−1
i . On aΨi ◦Wi(pi(n)) =Wi(p(n)).

On noteOi
n l’orbite périodique de périoden pourf associée àpi(n).

LEMME 2. –Pour touti, l’orbite périodiqueOi
n est hyperbolique et sa variété stable(resp. instable),

notéeW s(Oi
n) (resp.W u(Oi

n)), est de dimension2.

Démonstration. – Cela découle de la structure hyperbolique deIi. 2
Soitγi une orbite hétérocline entre les toresTi etTi+1 etΓi :B−i →B+

i+1 l’application hétérocline. Soit

T un tore de la familleT . On notewξ,σi (T ) =W ξ(T )∩Bσi pourξ = s, u, σ =±.
On fait les hypothèses suivantes :

(*) l’orbite γi coupeB−i (resp.B+
i+1) en un pointq−i ∈W u(Ti) (resp.q+

i ∈W s(Ti+1)) ;
(**) il existe un difféomorphismeFσi :ws,σi (Ti+1)→wu,σi (Ti), pourσ =±.

Remarque7. – Les hypothèses (*) et (**) sont vérifiées dans les exemples à l’aide d’un théorème KAM
hyperbolique (voir [8]).

THÉORÈME 2. –Sous les hypothèses(*) et(**) , il existe une chaîne d’orbites périodiques hyperboliques
le long deT .

Démonstration. – On a wu,+i (Oi
n) et ws,+i (Ti) qui se coupent transversalement. Par leλ-lemme

(voir [4]), on a doncwu,−i (Oi
n) aussi proche que l’on veut dewu,−i (Ti) en topologieC1 pour n

suffisamment grand. Les images dewu,−i (Oi
n) et wu,−i (Ti) par Γi sont donc aussi proche que l’on veut

en topologieC1 dansB+
i+1. On aws,+i+1(Oi+1

n ) aussi proche que l’on veut dews,+i+1(Ti+1) en topologieC1

pourn assez grand. Commewu,+i+1 (Ti) coupe transversalementws,+i+1(Ti+1), on en déduit, via (*) et (**), que
ws,+i+1(Oi+1

n ) etwu,+i+1(Oi
n) se coupent transversalement. Une récurrence termine la preuve du théorème.2

On dit qu’il existe des orbites périodiques de périodeabritrairement longuesi, ∀P ∈ R+, il existe (au
moins) une orbite périodique de périodeP̃ > P .

On déduit du théorème 2, via les théorèmes classiques de dynamique hyperbolique [9,10] :

COROLLAIRE 1. – Il existe des orbites périodiques de période arbitrairement longue le long deT .
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