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Résumé. Nous généralisons le théoreme de Birkhoff-Smale au cas des tores partiellement hyper-
boliques intervenant dans les perturbations des systemes hamiltoniens complétement in-
tégrables. On en déduit de nouveaux résultats sur la dynamique le long d’'une chaine de
transition (au sens de V.I. Arnol'd)l 2000 Académie des sciences/Editions scientifiques
et médicales Elsevier SAS

Symbolic dynamics and partially hyperbolic tori

Abstract. We generalize the classical Birkhoff~Smale theorem for partially hyperbolic tori, which
arise near simple resonances in near-integrable Hamiltonian systems. As a consequence,
we deduce new results on the dynamics along a transition dffieilowing V.I. Arnol'd
terminology. O 2000 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier
SAS

Abridged English version

In 1964, Arnol'd [1] in a famous paper has given an example of a three degrees of freedom near-integra
Hamiltonian system where an instability of the action variables occurs. The mechanism which generates
instability is based on the existence in the perturbed system of chain of partially hyperbolic tori connect
by heteroclinic orbits. The aim of this work is to precise the dynamics near these tori and along a chain.

We extend (Theorem 1) the classical Birkhoff-Smale theorem [9] for hyperbolic points or (normally
hyperbolic tori to partially hyperbolic tori: if the stable and unstable manifold of a partially hyperbolic
torus intersect transversely, then there exists a hyperbolic invariant set near a homoclinic orbit on which
dynamics is conjugated to a Bernouilli shift.

Several authors, including Holmes and Marsden [6] have conjectured such a result. Difficulties are ©
to the partial hyperbolicity of the tori. A particular case is studied by Easton [5].

Our proof is based on the following key results :

(i) if the flow on the torus is with torsion, then we have a result similar to the classileahma of J. Palis
for hyperbolic points [4];
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(i) transversality of the stable and unstable manifold together with torsion of the flow on the torus produt
“hyperbolicity” (Lemma 1);

(i) the minimal dynamics on the torus allows us to localize a neighborhood of the homoclinic orbit wher
hyperbolicity exists (it gives the alphabet of symbolic dynamics).

We then discuss the relevance of this result on Arnol'd’s diffusion. We first prove that along a transitio
chain, we can construct a “dual” chain of hyperbolic periodic orbits (Theorem 2). We then use classic
results on hyperbolic dynamics to prove the Holmes—Marsden'’s conjecture: along a transition chain, th
exists periodic orbits of arbitrary high period (Corollary 1).

1. Introduction

Nous démontrons un analogue du théorémeBillkhoff-Smale[9] pour les tores partiellement
hyeprboliques possédant une orbite homocline transverse. Ces tores interviennent dans les tentative
généralisation du mécanisme proposé par V.. Arnol'd [2] poimstabilité toplogique De nombreux
auteurs Yoir [6]) ont conjecturé ce résultat, mais aucune démonstration n’existe a ce jour, mis a part t
cas particulier étudié par R.W. Easton [5]. La principale difficulté est liée a I'hnyperbgbaitéelle de ces
objets.

La démonstration est basée sur les points suivants :

—sous I'hypothése d'une torsion non nulle du flot sur le tore, on peut démontrer un énoncé Xéetypae
[4];

— latransversalitédes variétés invariantes, couplée adesiondu flot sur le tore, produit de I'« hyperboli-
Cité»;

— la dynamiqueminimalesur le torelocaliseun voisinage de I'orbite homocline ou cette hyperbolicité est
présente (elle donnedlphabetde la dynamique symbolique).

Les conséquences de ce travail sur le mécanisme d’Arnol'd sont ensuites discutées. Nous démont
notamment la conjecture de Holmes et Marsden ([6], § 3, p. 672—673) sur I'existence d’orbites périodiqL
de période arbitrairement longue le long d’une chaine de transition.

2. Notations et résultat principal

SoientM une variété symplectiqgue de dimensioret H# un Hamiltonien défini sui/. On noteH la
variété d’énergie considérée.
2.1. Tores de Graff

On appelle tore d&raff [8], un toreinvariantde dimensior2, au voisinage duquel le Hamiltonien peut
se mettre sous la forme :

1
H(¢7I,x,y)=w-1+§I-FI+Axy+g(¢,Laf,y),

ou(l,¢,r,y) € R? x T? x R x R, avec- le produit scalaire usuel, une matrice symétrique etd’ordre3
en(l,z,y).
On suppose de plus quesatisfait une condition diophantienne :

|w - k| =~/1k]", 1)
pour toutk € Z2 ~ {0},y >0 et > 1.

Le tore de Graffl" est défini pafl’ = {(I,¢,x,y) ER*x T2 x Rx R | I =z =y = 0}. Sa variété stable
Ws(T) (resp. instabléV"(T")) est définie pal =y =0 (resp.l =z =0).
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Commew est non résonant, il est possible d’effectuer une surface de seftim dimensiont au
voisinage del’ dans laquelle I'application de premier retour a la forme :

f(0,p,5,u)=(0+w+wvp,p,As,\""u) + (0, p,5,u), )
ou(d,p,s,u) e T xR xR xR, rdordre2 enp, s, u avecr # 0.

2.2. Hypothéses

On note les variables dans I'ordre suivant=- (0, s, p, u).
(i) (homocline) Il existe un tore de Grdlf dont les variétés stable et instable se coupent transversalemer
dansH le long d’au moins une orbite homoclife

Remarquel. — Cette hypothése est générique [7].

L'orbite homoclineh coupe la sectionS en un pointp~ = (6—,0,0,u~) de W*(T") et un point
pt = (07,s%,0,0) deWs(T).

Soitp™ € R% (resp.u~ € Rf) un petit paramétre éft- || la norme usuelle sUf x R x R x R, on défini
BT={2eTxRxRxR|]z—pT| <p'}unvoisinage de* (de méme poup™).

On noteD,, = {z € B*|f"(z) € B~} et D =J,,5, Dn. On peux choisiu suffisamment petit pour
avoir D™ N D™ = @& sin # m. On noteF' : D — B~ I'applicationtransverse définie parF'(z) = f"(z)
si z € D,. Soit A : B~ — BT 'application homocling on note¥ : Bt — BT I'application définie par
U=AoPF.

L'applicationA a laforme :

A(z) =pt +Th + As(h), (3)

oull = DA(p~) est la différentielle dé\ au pointp~— et A» est un terme d’ordre au moifs
(i) (transversalité) La matricH prend la forme suivante dans la bdsg, e, ¢,, e,) :

(4)

O >y O
o O O
O = OO
QUL O O

avec(a, b, c,d) € R* tels quead — be = 1, avecs # 0.

Remarque2. — soitA; (z) = p* + 11 - z la partie linéaire dé\. L'application linéaire tangente est donnée
par (A;). = II. On notewg (T') = WE(T) N B pouro = + eté € {s,u}. Pour toute variété\, on note
T, A son espace tangent au pointSi 6 # 0, on montre facilement que

I(Tew, (T)) + Ta, @ywd (T) = Tp,@)M, ®)

ce qui traduit la transversalité des variétés stable et instable du tore.
— cette hypothése est vérifiée dans les exemples de type Arnol'd [2].
—on ne connait pas la forme génériqud e

(iii) (controle des restes) Le restede (2) (resp. le rest&, de (3)) est urDs(p, su).

Remarque3. — Cette forme du reste est inspirée des résultats de Niederman [8].

1093



J. Cresson

2.3. Résultat principal
On définit I'alphabet

Az{nEN, nggnéoo||0+—9_+nw|<%},

oling=~/(%)" par[3].
Remarque4. — Cet alphabet est non vide car on a la condition diophantienne (1).

SoientX = (0,5) e T xR, Y =(R,U)eR xR, |
rayonl.
Pourp < = /2, on définit lafenétre[5] W : B+— B+ parW(X,Y)=pt + W - (X,Y) avec

- |J1 la norme sup, eB la boule de centré et de

61 0

0 bud=!

.o | ©)
0 I

I

[=NelNohs
oox® O

Onnote poun € A, H, ={Z=(0,5,RU)eTx RxRxR| |U—-XN"p tu~| <A", |R|<A"},
etD =J,ca Hn-
On note ausdi: B — B I'application définie pat = W1 o W o W.

THEOREME 1. —Sous(i), (ii) et (iii), pour u suffisamment petit, I'applicatiohposseéde un ensemble
invariant hyperboliqué& tel quel|z soit topologiquement conjuguée a un décalage sur l'alphabet

La démonstration est esquissée dans le prochain paragraphe.

Remarqueb. — L'ensemble invariant hyperboliqdeest un Cantor de mesure de Lebesgue nulle.
— Le théoréme 1 est encore vrai si le vecteur fréquence sur le tore est seulement non résonant et pot
nombre quelconque de degré de liberté.
— On peut remplacer I'hypothése ii) en prenant toute matiie€rifiant la condition de transversalité (5).

3. Plan de la démonstration

La démonstration s’effectue en trois étapes. On calcule I'applicdtieh on remarque que cette
application eshyperboliqueL’hyperbolicité provient de laransversalitéet de latorsionnon nulle du flot
sur le tore. On vérifie ensuite les criteresti@osels qu’ils sont donnés par exemple dans [9] pour la partie
affine del. afin d’utiliser un théoréme de stabilité de la dynamique symbolique sous faible pertui@ation
(voir [5]).

3.1. Calcul del

Soitz = (X,Y) € H,,, l'applicationl s'écritl(z) = ¢+ Lz + R(z), oug = (0,\"s™ /ud, 6(0T — 6~ +
nw)/p, eA"sT /),

0 0 -6t 0

I 0 M\*/d 0 \"b/d?
1) 0 2+ énv 0 ’
0 c\" 0 cbd™ I\ + d\

et R estd’ordre2 enz.
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LEMME 1. —LamatriceL est hyperbolique si et seulement st 0 et £ 0. De plus, ses valeurs propres
sont données par

)\1Nd_1/\n, )\QNl//\l, )\3~6n1/, )\4N1/)\3,
pourn assez grand.

Démonstration— Le polynéme caractéristique deestP(z) = (2% — z(énv+2) +1) (2* —za(n) +1),
ola(n)=aX?" +d\~".

Le second facteur donne les directions hyperboliques classiques associée aux valeurgiptofires
d\~™ pourn assez grand.

Le premier facteur génére des directions hyperboliques non triviales. On vérifie que les solutions
premier facteur sont données par

) 1
rxy=1+ % + 3 (6%(nv)? + 46nv)

1/2

Si6 =0 (resp.v =0), on axy = +1. Supposons dont=# 0 etv £ 0, alors poum assez grand, on a des
solutionsz; ~ énv etz_ ~1/énv. O

Le lemme aillustre le phénoméne de transversalité-torsion.

3.2. Criteres de Chaos poutl,(z) =q+ Lz

C’est une partie essentiellement technique. On suit la démarche de ([9], p. 322) pour démontrer
conditions de cone stable et instableif [10]) en utilisant un\-lemme. Sous I'hypothése (iii), le tore de
Graff est un tore standard suivant [4]. Comm# 0 le A\-lemme est validevoir [4]). Les calculs sont alors
analogues a [9].

3.3. Controle des restes

En utilisant (iii), on démontre que le rest& z) del(z) est en\2" pour chaque pointdec H,,, n € A.
Or,Vz € H,, les valeurs propres de sont telles quenin; \; ~ A™. Un théoréme de stabilit&gir [5]) de
la dynamique symbolique sous faible perturbatigrtermine la démonstration du théoréme 1

Remarque6. — Le phénoméne de couplage transversalité-torsion créant I' hyperbolicité est spécifiq
au cas partiellement hyperbolique. Il n’intervient pas dans la démonstration de I'analogue du théore
de Birkhoff—=Smale pour les toremrmalemenhyperboliques (ou pourtant, ces deux «ingrédients » sont
présents)\oir [9]).

— La forme simple déI (4) nous permet de mettre en évidence clairement le réle de la transversalit
et de la torsion. Néanmoins, la démonstration du théoréme 1 est géométriqueyearee oir [4]) et
impose seulement la relation de transversalité (5) sur le chdik de

4. Quelques conséquences sur le mécanisme d’Arnol’d

Soit queW"(T;) coupe transversalemelt®(7; ;) dansH. Ces tores forment urghaine de transition
7T au sens de V.I. Arnol'dvoir [2]).

On suppose de plus que les hypothéses (i), (ii) et (iii) sont vérifiées pour chaque tore de la chaine.

Soit 7; un tore de la chaine, on noft sa surface de sectioh; une orbite homocline &, pj' (resp.
p; ) lintersection deh; avecWs(T;) N S (resp.W(T') N S) et B} (resp.B;) le voisinage de;" (resp.
p, ) défini comme dans 2.2. Pour tout= 1,...,n, on note¥; I'application homocline)V; la fenétre,
l; =W toW,; 0 W, ¢; 'lhoméomorphisme du théoréme défini au voisinage du Tored, I'alphabet

3

associé ef; 'ensemble invariant hyperbolique.
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On note(n) la séquence infini¢. .., n,n,n,...}. Soitp;(n) = ¢; *(n), n € A;, le point fixe del; dans
I; parg;'. Onaw; o Wi(pi(n)) = Wi(p(n)).
On noteO!, I'orbite périodique de période pour f associée &;(n).

LEMME 2. —Pour touti, I'orbite périodiqueO?, est hyperbolique et sa variété stalftesp. instabli
notéels(0¢)) (resp.W4(0%)), est de dimensio.

Démonstration— Cela découle de la structure hyperboliqudde O

Soit~; une orbite hétérocline entre les tofEset 7;,, etl'; : B, — B;',, I'application hétérocline. Soit

T un tore de la familleZ. On notewf 7(T)=WS&(T)N B pouré = s, u, o = +.

On fait les hypotheses suivantes :
(*) l'orbite ~; coupeB; (resp. BZ“) enun pointy; € WY(T;) (resp.q;” € W5(T;41));
(**) il existe un difféomorphismeF? : w; " (T;+1) — w;"? (T;), pourc = =+.

Remarque?. — Les hypothéses (*) et (**) sont vérifiées dans les exemples a I'aide d’'un théoreme KAN
hyperboliqueyoir [8]).

THEOREME 2. —Sous les hypothesg3 et(**) , il existe une chaine d’orbites périodiques hyperboliques
le long de7.

Démonstration— On aw;"" (0%) et w;" " (T;) qui se coupent transversalement. Par\kemme
(voir [4]), on a doncw;”~ (Of) aussi proche que I'on veut de;" (7;) en topologieC! pour n
suffisamment grand. Les imagesag ™ (O%) etw;”™ (T;) parI'; sont donc aussi proche que I'on veut
en topologieC! dansBJr On awf;{ (O”l) aussi proche que I'on veut dﬂ%ﬂ( T;.1) en topologieC!

pourn assez grand. Comm@“H Coupetransversalemamf+1 T;+1), on en déduit, via (*) et (**), que
wi (05 etw(F(O7) se coupent transversalement. Une récurrence termine la preuve du théoréme.
On dit qu'il existe des orbites périodiques de périadheitrairement longuesi, vV P € R, il existe (au
moins) une orbite périodique de périoBe> P.
On déduit du théoréme 2, via les théoremes classiques de dynamique hyperbolique [9,10] :

COROLLAIRE 1. —Il existe des orbites périodiques de période arbitrairement longue le lorg.de
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