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Résumé

On définit un opérateur agissant sur des processus stochastiques, qui étend la dérivation classique sur les fonctions d
différentiables. On utilise cet opérateur pour définir une procédure associant aux opérateurs différentiels et équations diff
ordinaires leurs analogues stochastiques. Elle est appelée plongement stochastique. En plongeant les systèmes lagra
obtenons une équation d’Euler–Lagrange stochastique, qui dans le cas des systèmes lagrangiens naturels est appe
de Newton plongée. Cette dernière contient l’équation de Newton stochastique introduite par Nelson dans sa théorie d
des diffusions browniennes. Enfin, on considère une diffusion à drift gradient, à coefficient de diffusion constant et p
une densité de probabilité. On démontre alors qu’une condition nécessaire pour que cette diffusion soit solution de l’éq
Newton plongée, est que sa densité soit le carré du module d’une fonction d’onde solution d’une équation de Schrödinge
Pour citer cet article : J. Cresson, S. Darses, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 342 (2006).
 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Stochastic embedding of Lagrangian systems.We define an operator which extends classical differentiation from sm
deterministic functions to certain stochastic processes. Based on this operator, we define a procedure which associates
analog to standard differential operators and ordinary differential equations. We call this procedure stochastic embed
embedding Lagrangian systems, we obtain a stochastic Euler–Lagrange equation which, in the case of natural Lagrangia
is called the embedded Newton equation. This equation contains the stochastic Newton equation introduced by Nels
dynamical theory of Brownian diffusions. Finally, we consider a diffusion with a gradient drift, a constant diffusion coe
and having a probability density function. We prove that a necessary condition for this diffusion to solve the embedded
equation is that its density be the square of the modulus of a wave function solution of a linear Schrödinger equation.To cite this
article: J. Cresson, S. Darses, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 342 (2006).
 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Dérivée stochastique dynamique

On noteI := ]a, b[ où a < b et J := [a, b] l’adhérence deI dansR. Soit K un corps etd ∈ N∗. On se donne un
espace probabilisé(Ω,A,P ) sur lequel existent une famille croissante de tribus(Pt )t∈J et une famille décroissan
de tribus(Ft )t∈J . Suivant Yasue [6], on introduit la
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Définition 1.1. On noteC1
K
(J ) l’ensemble des processusX définis surJ × Ω , à valeurs dansKd et tels que :X soit

(Pt ) et (Ft ) adapté, pour toutt ∈ J Xt ∈ L2(Ω), l’applicationt → Xt deJ dansL2(Ω) est continue, pour toutt ∈ I

les quantités

DXt = lim
h→0+ h−1E[Xt+h − Xt | Pt ], et D∗Xt = lim

h→0+ h−1E[Xt − Xt−h | Ft ],

existent dansL2(Ω), et enfin les applicationst → DXt et t → D∗Xt sont continues deI dansL2(Ω).
Le complété deC1

K
(J ) pour la norme

‖X‖ = sup
t∈I

(‖Xt‖L2(Ω) + ‖DXt‖L2(Ω) + ∥∥D∗X(t)
∥∥

L2(Ω)

)
,

est encore notéC1
K
(J ), et simplementC1(J ) quandK = R.

Les quantitésD et D∗ sont introduites par Edward Nelson dans sa théorie dynamique des diffusions brown
(cf. [4]). Soit ι l’injection

ι :

{
C1(J ) −→ C1(J ),

f �−→ ι(f ) : (ω, t) �→ f (t).

On note :Pk
det := ι(Ck(J )). Le problème d’extension consiste à trouver un opérateurD :C1(I ) → C1

C
(I ) satisfaisant

(i) (Recollement)Dι(f )t = df
dt

(t) surΩ ,
(ii) (R-linéarité)D estR-linéaire,

(iii) (Reconstruction) Si l’on noteDX = A(DX,D∗X) + iB(DX,D∗X), oùA etB sont desR-formes linéraires, on
suppose que l’application deR2 dansR2 : (x, y) �→ (A(x, y),B(x, y)) est inversible.

(iv) Si D∗ = −D alorsA(DX,D∗X) = 0 etB(DX,D∗X) = D.

L’opérateurD étend donc la dérivation classique (cf. (i)) en un opérateur linéaire (cf. (ii)) surC1(J ) et la connais-
sance deDX induit celle deDX etD∗X (cf. (iii)). On obtient :

Lemme 1.2.Les seuls opérateursC1(I ) → C1
C
(I ) vérifiant(i), (ii), (iii) et (iv) sont:

Dµ = D + D∗
2

+ iµ
D − D∗

2
, µ = ±1.

On écriraD := D1 et �D := D−1. La définition des itérés deD et �D nécessite l’extension de ces opérateurs
processus à valeur complexe. Dans la suite, on étendD et �D parC-linéarité aux processus complexes, i.e. pour t
X,Y ∈ C1(J ), D(X + iY) = DX + iDY . On noteCn(J ) l’ensemble des processusX ∈ C1(J ) tels que pour tou
p ∈ {1, . . . , n}, DpXt existe en tout point deI . La proposition (4.1) p. 238 dans [5] et sa démonstration montre
C1(J ) n’est pas trivial car il contient une large classe de diffusions. On a doncP1

det � C1(J ).
Le calcul deDp combine de façon non triviale les quantitésD et D∗. À titre d’exemple, on obtient surC2(J ),

D2 = DD∗+D∗D
2 + i D2−D2∗

2 . La partie réelle deD2 coïncide donc avec l’accélération postulée par Nelson com
quantité la plus pertinente pour décrire une notion d’accélération pour une diffusion brownienne (cf. [4] p. 82

2. Procédure de plongement stochastique

En utilisantD, on construit des analogues stochastiques d’opérateurs différentiels non linéaires.

Définition 2.1 (Plongement stochastique). On appelle plongement stochastique, relatif à l’extensionDµ, d’un opéra-
teurO qui sécrit sous la forme :

O = a0(·, t) + a1(·, t) d + · · · + an(·, t) dn
dt dtn
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avecai ∈ C1(Rd × J ), n ∈ N∗, l’opérateur

O = a0(·, t) + a1(·, t)Dµ + · · · + an(·, t)Dn
µ

agissant surCn(J ).
Un opérateurO écrit sous la forme :O = d

dt
◦ a(·, t), a ∈ C1(Rd × J ), est plongé enO = Dµ ◦ a(·, t) agissant su

un sous-ensemble deC1(J ) dépendant de certaines propriétés dea.

Un opérateur de la formeO = d
dt

◦ a(·, t) peut se réécrire∂xa(·, t) d
dt

qui se plonge alors en∂xa(·, t)D. Ce dernier
n’est égal àO = Dµ ◦ a(·, t) que dans certains cas (cf. [2] p. 52). Ceci montre en particulier que le plonge
stochastique n’est pas une application, il dépend du choix d’écriture de l’opérateur.

La notion de plongement d’opérateur s’étend de façon naturelle à celle de plongement d’équation défini

opérateurO d’ordren : O · (x, dx
dt

, . . . , dkx
dtk

) = 0. On définit l’équation plongée par :O · (X,DµX, . . . ,Dk
µX) = 0 où

X ∈ Cn+k(J ). On s’occupe désormais du cas lagrangien.

Définition 2.2.On appelle lagrangien admissible une fonctionL :Rd × Cd → C de classeC1 en sa première variab
x et holomorphe en sa deuxième variabley, et réelle quandy est réelle. L’équation

d

dt
∂yL

(
x(t),

dx

dt
(t)

)
= ∂xL

(
x(t),

dx

dt
(t)

)
(1)

s’appelle équation d’Euler–Lagrange.

Lemme 2.3.SoitL un lagrangien admissible. Le plongement stochastique de(1) est donné par

D∂yL(Xt ,DXt) = ∂xL(Xt ,DXt). (2)

On sait que l’Éq. (1) provient d’un principe de moindre action (cf. [1] p. 84). Existe-il un principe de mo
action stochastique permettant l’obtention de l’Éq. (2) ? Nous montrons dans [2] Chapitre 7 que tel est bien
on donne un lemme montrant la cohérence de la procédure de plongement vis-à-vis des principes de moin
ainsi définis.

3. Équation de Newton plongée et équation de Schrödinger

Considérons le lagrangien admissibleL(x, z) = 1
2(z2

1 +· · ·+ z2
d)−U(x) où (x, z) ∈ Rd ×Cd etU est une fonction

de classeC1. L’Éq. (1) associée est l’équation de Newtond2x

dt2 (t) = −∇U(x(t)). L’équation de Newton plongée e
alors

D2Xt = −∇U(Xt) (3)

et coïncide avec l’équation d’Euler–Lagrange plongée (2). On se propose d’étudier un résultat sur la den
processus solution de cette équation.

On donne dans [2] p. 24, suivant [3] et [5], un espace sur lequel nous pourrons calculer les dérivées du
ordreD etD∗ et les dérivées du second ordreD2, DD∗, D∗D etD2∗. PrenonsI = ]0,1[. Soit(Wt )t∈J un mouvemen
brownien standard dansRd défini sur un espace probabilisé filtré(Ω,A, (Pt )t∈J ,P ).

Définition 3.1.On désigne parΛ l’espace des diffusionsX satisfaisant les conditions suivantes :

(i) X est solution surJ de l’EDS :

dXt = b(t,Xt )dt + σ(t,Xt )dWt, X0 = X0 oùX0 ∈ L2(Ω),

b :J × Rd → Rd et σ :J × Rd → Rd ⊗ Rd

sont des fonctions mesurables vérifiant l’hypothèse : il existe une constanteK telle que pour tousx, y ∈ Rd :

sup
t

(∣∣σ(t, x) − σ(t, y)
∣∣ + ∣∣b(t, x) − b(t, y)

∣∣) � K|x − y| et sup
t

(∣∣σ(t, x)
∣∣ + ∣∣b(t, x)

∣∣) � K
(
1+ |x|),

(ii) pour tout t ∈ J , Xt possède une densitépt(x) enx ∈ Rd ,
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(iii) en posant aij = (σσ ∗)ij , pour tout i ∈ {1, . . . , n}, pour tout t0 > 0, pour tout ouvert bornéΞ ⊂ Rd ,∫ 1
t0

∫
Ξ

|∂j (aij (t, x)pt (x))|dx dt < +∞,

(iv) les fonctionsb et (t, x) → 1
pt (x)

∂j (akj (t, x)pt (x)) appartiennent àC1(I × Rd), sont bornées et toutes leu
dérivées du premier et second ordre sont bornées.

On noteraΛσ (resp.Λg) le sous-ensemble deΛ formé par les diffusions dont le coefficient est constant égalσ

(resp. dont le drift est un gradient), et on poseΛ
g
σ := Λσ ∩ Λg .

Théorème 3.2.SoitX ∈ Λ et f ∈ C1,2(I × Rd) telle que∂tf , ∇f et ∂ij f sont bornées. On obtient, en adoptant
convention d’Einstein sur la sommation des indices

(DXt)k =
(

b − 1

2pt

∂j

(
akjpt

) + i

2pt

∂j

(
akjpt

))
(t,Xt ), (4)

Df (t,Xt ) =
(

∂tf +DXt · ∇f + i

2
akj ∂kj f

)
(t,Xt ). (5)

On pose :S = {X ∈ Λd | D2Xt = −∇U(X(t))}, et pourX ∈ Λ dont le drift estb et la fonction de densitépt(x),
ΘX = (R+ × Rd) \ {(t, x) | pt(x) = 0}.

Si X ∈ Λ
g
σ alors il existe des fonctionsR et S différentiables surΘX telles queDXt = (∇S + i∇R)(Xt ) car

DXt = (b− σ2

2 ∇ log(pt )+ i σ2

2 ∇ log(pt ))(Xt ) etb est un gradient. On choisitR(t, x) = σ2

2 ∇ log(pt (x)). Les fonctions
R etS sont également introduites par Nelson dans [4] p. 107.

On poseA = S − iR etΨX(t, x) = eA(t,x)/σ2
.

Théorème 3.3.Si X ∈ S ∩ Λ
g
σ , alorspt (x) = |ΨX(t, x)|2 et Ψ satisfait surΘX l’équation de Schrödinger linéaire:

iσ 2∂tΨ + σ4

2 
Ψ = UΨ .

Démonstration. Des expressionsΨX(t, x) = eA(t,x)/σ2
et R(t, x) = σ2

2 ∇ log(pt (x)), on déduit|ΨX(t, x)|2 = pt(x).
L’équation de Newton plongée peut s’écrire�D 2Xt = −∇U(Xt) carU est réel.

Or �DXt = ∇A(t,Xt ) = −iσ 2 ∇Ψ
Ψ

(t,Xt ). Donc −iσ 2�D∇Ψ
Ψ

(t,Xt ) = −∇U(Xt) et avec (5) il vient iσ 2(∂t
∂kΨ
Ψ

+
�DX(t) · ∇ ∂kΨ

Ψ
− i σ2

2 

∂kΨ
Ψ

)(t,Xt ) = ∂kU(Xt). Le lemme de Schwarz donne :

�DX(t) · ∇ ∂kΨ

Ψ
= − iσ 2

2
∂k

d∑
j=1

(
∂jΨ

Ψ

)2

, et 

∂kΨ

Ψ
= ∂k

d∑
j=1

[
∂2
j Ψ

Ψ
−

(
∂jΨ

Ψ

)2]
,

et par conséquent : iσ 2∂k(
∂tΨ
Ψ

− i σ2

2

Ψ
Ψ

)(t,Xt ) = ∂kU(Xt). En intégrant surΘX les fonctions des deux membr
de la dernière équation, il apparaît des constantes qu’on peut rendre nulles en ajoutant une fonction det convenable
dansS. Le résultat s’en déduit. �

La partie réelle de l’équation de Newton plongée coïncide avec l’équation de Newton stochastique prop
Nelson dans sa théorie dynamique des diffusions browniennes ([4] p. 83). Sa partie imaginaire correspond à l
(D2 − D2∗)X = 0. Nous conjecturons que cette dernière impose que le drift deX doit être un gradient, et donc qu
n’est pas utile de le supposer dans le Théorème 3.3.
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